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Presentacion 11

Presentacion

Cuando me piden que escriba el prélogo de un libro, me da un poco de verglenza, ya que
se trata de una de mis asignaturas pendientes: he tenido hijos y he plantado arboles, y
también he escrito muchas lineas, pero nunca un libro. Asi que hacer de prologuista sin
haber sido autor me provoca un cierto sentimiento de jubilacién anticipada. En este caso, no
obstante, este sentimiento se confunde con una fuerte sensacién de orgullo y satisfaccion,
provocada por el excelente trabajo de alguien que, en parte, me permito considerar discipulo
mio en el sentido ancestral de la palabra. Xavier Franch, autor de este libro, ha sido alumno
mio durante sus estudios en la Facultat d'Informatica de Barcelona, colaborador becario
mientras era estudiante, después alumno de doctorado y comparfero de departamento vy,
para terminar, siempre hemos trabajado juntos en proyectos de investigacion y he dirigido su
tesis doctoral. Tengo motivos, pues, para sentir esta satisfaccion.

El texto en cuestién, ademas de actualizar el contenido de las materias ya clasicas de
estructuras de datos, se adapta perfectamente al temario de una asignatura de los planes de
estudio vigentes en la Facultat d'Informatica de Barcelona, lo cual justificaria de por si su
existencia. Pero, ademas, por su actualizacion del tema puede servir, total o parcialmente,
para otros estudios de informatica o para cualquier asignatura sobre estructuras de datos de
otros planes de estudios en la Universitat Politécnica de Catalunya o en otras universidades.
Y, como valor afiadido, es destacable la experiencia del autor en la docencia de la asignatura
“Estructuras de Datos y Algoritmos”, de los nuevos planes estudio vigentes en la Facultat
d'Informatica de Barcelona.

La notacidon empleada tanto en las especificaciones como en las implementaciones de las
estructuras de datos es Merli, lenguaje emblematico del proyecto Excalibur y notacion que,
desde hace ya muchos afos, ha caracterizado las diversas ensefianzas algoritmicas en
nuestra facultad.

Por todo lo dicho es obvio que no soy nada imparcial a la hora de juzgar el trabajo del profesor

Xavier Franch, pero también tengo claro que la parcialidad es una pequefia licencia que, en
una presentacion, nos podemos permitir.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.
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Como ya he dicho, un excelente texto, que pone al dia un tema clasico en informatica. Mi
enhorabuena al autor. Y también al lector, que encontrard una muestra de aquello que el
profesor Turski decia hace muchos afios: “no hay nada mas practico que una buena teoria”.
Sobre todo si se explica desde un conocimiento sdlido de la practica.

Pere Botella i Lopez
Catedrético del Departamento de Lenguajes y Sistemas Informéaticos (U.P.C.)
Decano de la Facultat d'Informatica de Barcelona (U.P.C.)
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Prélogo

El estudio de las estructuras de datos es casi tan antiguo como el nacimiento de la
programacion, y se convirtié en un tema capital en este ambito desde finales de la década de
los 60. Como es légico, una de las consecuencias de este estudio es la aparicién de una
serie de libros de gran interés sobre el tema, algunos de ellos ciertamente excelentes y que
se han convertido en piedras angulares dentro de la ciencia de la programacion (citemos, por
ejemplo, los textos de D.E. Knuth; de A.V. Aho, J. Hopcroft y J.D. Ullman; de E. Horowitz y
D. Sahni; de N. Wirth; y, recientemente, de T.H. Cormen, C.E. Leiserson i R.L. Rivest).

Ahora bien, el progreso en el campo de la programacion ha dado como resultado la aparicion
de nuevos conceptos, algunos de los cuales no se han consolidado hasta la segunda mitad
de la década de los 80. Muchos de estos conceptos estan intimamente interrelacionados
con el ambito de las estructuras de datos, y ésta es la razén por la cual los libros antes citados
han quedado actualmente un poco desfasados en lo que respecta al método de desarrollo
de programas que siguen, incluso en sus reediciones mas recientes.

En este contexto, he confeccionado el libro "Estructuras de datos. Especificacién, disefio e
implementacion”, que trata el estudio de las estructuras de datos dentro del marco de los
tipos abstractos de datos. La adopcion de este enfoque se inscribe en una metodologia de
desarrollo modular de programas, que abunda en diferentes propiedades interesantes en la
produccioén industrial de aplicaciones (correccidn, mantenimiento, etc.), y permite enfatizar
diversos aspectos importantes hoy en dia: la necesidad de especificar el software, la
separacién entre la especificacion y la implementacién, la construccion de bibliotecas de
componentes, la reusabilidad del software, etc. Diversos autores han explorado esta
metodologia (sobre todo, desde las aportaciones de B. Liskov y J.V. Guttag), pero sin
aplicarla en el contexto de las estructuras de datos.

Destinatario

El libro ha sido concebido sobre todo como un texto de ayuda para alumnos de una
asignatura tipica de estructura de datos en un primer ciclo de ingenieria en informatica;
también se puede considerar adecuado para cualquier otra titulacion técnica superior o
media con contenido informatico. A tal efecto, cubre el temario habitual de esta asignatura en
tono autoexplicativo, y se ilustra con numerosas figuras, especificaciones y programas.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



14 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

Dependiendo de los objetivos de la asignatura, el formalismo asociado al estudio de estos
temas puede ser mas 0 menos acusado; sea como sea, el libro puede usarse como texto
béasico de consulta.

Ahora bien, los temas que aparecen en el libro se han desarrollado con méas profundidad que
la estrictamente requerida por el alumno y, por ello, hay mas posibles destinatarios. Por un
lado, el mismo profesor de la asignatura, porque puede encontrar en un Unico volumen los
aspectos de especificacion y de disefio que no acostumbran a aparecer en los libros de
estructuras de datos; ademas, la inclusiéon de especificaciones y de programas libera al
docente de la necesidad de detallarlos en sus clases. Por otro lado, cualquier informatico
que quiera profundizar en el estudio de las estructuras de datos méas alla de su aspecto
puramente de programacion, puede encontrar aqui una primera referencia.

Contenido

En el primer capitulo se introduce el concepto de tipo abstracto de datos. Después de
analizar su repercusion en el disefio de programas, nos centramos en el estudio de su
especificacién formal, que es la descripcion exacta de su comportamiento. De entre las
diferentes opciones existentes de especificaciéon formal, se sigue la llamada especificacion
ecuacional interpretada con semantica inicial. El capitulo muestra un método general para
construir especificaciones para los tipos, les otorga un significado matematico (como
algebras heterogéneas) y también estudia su estructuracion, y aqui destaca la posibilidad de
definir tipos genéricos, profusamente utilizados a lo largo del libro.

En el segundo capitulo se estudian diversos aspectos sobre la implementacion de los tipos
de datos. El proceso de implementacion se lleva a cabo cuando existe una especificacion
para el tipo; la segunda seccion insiste precisamente en la relacion formal entre los dos
conceptos, especificacién e implementacion. También se introduce un punto clave en el
andlisis de los algoritmos y las estructuras de datos que se desarrollaran posteriormente: el
estudio de su eficiencia a través de las denominadas notaciones asintéticas.

Las diversas familias de estructuras de datos se introducen en los cuatro capitulos
siguientes: se estudian las secuencias, las tablas y los conjuntos, los arboles, y las relaciones
binarias y los grafos. Para todas ellas se sigue el mismo método: descripcion informal,
formulacion de un modelo, especificacion algebraica del tipo e implementaciones mas
habituales. Por lo que se refiere a estas Ultimas, se detalla la representacion del tipo y la
codificacion de las operaciones (hasta el Ultimo detalle y buscando la maxima legibilidad
posible mediante el uso de funciones auxiliares, disefio descendente, comentarios, etc.),
siempre en el caso de implementacion en memoria interna; a continuacion, se estudia su
eficiencia tanto temporal como espacial y se proponen varios ejercicios.

Por dltimo, el capitulo final muestra la integracion del concepto de tipo abstracto de datos
dentro del desarrollo modular de programas, y lo hace bajo dos vertientes: el uso de los tipos
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Prélogo 15

abstractos previamente introducidos y el disefio de nuevos tipos de datos. El estudio se
hace a partir de seis ejemplos escogidos cuidadosamente, que muestran la confrontacién de
los criterios de modularidad y eficiencia en el disefio de programas.

Para leer el texto, son necesarios unos conocimientos fundamentales en los campos de las
matematicas, de la l6gica y de la programacion. De las matematicas, los conceptos basicos de
conjunto, producto cartesiano, relacion, funcién y otros similares. De la l6gica, el concepto
de predicado, los operadores booleanos y las cuantificaciones universal y existencial. De la
programacion, la habilidad de codificar usando un lenguaje imperativo cualquiera (Pascal, C,
Ada o similares) que conlleva el conocimiento de los constructores de tipos de datos (tuplas
y vectores), de las estructuras de control de flujo (asignaciones, secuencias, alternativas y
bucles) y de los mecanismos de encapsulamiento de cédigo (acciones y funciones).

Es importante destacar algunos puntos que el libro no trata, si bien por su teméatica se podria
haber considerado la posibilidad de incluirlos. Primero, no aparecen algunas estructuras de
datos especialmente eficientes que, por su complejidad, superan el nivel de una asignatura
de primer ciclo de ingenieria; por ejemplo, diversas variantes de monticulos y de arboles de
basqueda (Fibonnaci Heaps, Red-Black Trees, Splay Trees, etc.) y de dispersién (Perfect
Hashing, principalmente). También se excluyen algunas otras estructuras que se aplican
principalmente a la memoria secundaria, como pueden ser las diversas variantes de arboles B
y también los esquemas de dispersién incremental (Extendible Hashing, Linear Hashing,
etc.). Tampoco se tratan en el libro algunos temas caracteristicos de la programacién, como
pueden ser el estudio de diversas familias de algoritmos (Greedy Algorithms, Dynamic
Programming, etc.) de los cuales constan algunos casos particulares en el capitulo de grafos;
0 como las técnicas de derivacién y de verificacion formal de programas, si bien se usan
algunos elementos (invariantes de bucles, precondiciones y postcondiciones de funciones,
etc.). Hay diversos libros de gran interés que si tratan en profundidad estos temas, cuyas
referencias aparecen convenientemente en este texto. Por ultimo, no se utilizan los
conceptos propios de la programacion orientada a objetos (b&sicamente, herencia y
vinculacion dinamica) para estructurar los tipos de datos formando jerarquias; se ha preferido
el enfoque tradicional para simplificar el volimen de la obra y no vernos obligados a introducir
la problemética inherente a este paradigma de la programacion.

Bibliografia

Las referencias bibliograficas del libro se pueden dividir en dos grandes apartados. Por un
lado se citan todos aquellos articulos que son de utilidad para temas muy concretos, cuya
referencia aparece integrada en el texto en el mismo lugar en que se aplican. Por el otro, hay
diversos textos de interés general que cubren uno o mas capitulos del libro y que aparecen
dentro del apartado de bibliografia; estos libros han de considerarse como los mas
destacables en la confeccion de esta obra y no excluye que haya otros, igualmente buenos,
gue no se citan, bien porque su tematica es muy similar a alguno de los que si aparecen, bien
porgue el desarrollo de los temas es diferente al que se sigue aqui.
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Lenguaje

En cualquier texto sobre programacion, es fundamental la eleccion del lenguaje utilizado
como vehiculo para codificar (y, en este libro, también para especificar) los esquemas que se
introducen. En vez de especificar y programar usando algun lenguaje existente, he preferido
emplear la notacion Merli, disefiada por diversos miembros del Departament de Llenguatges
i Sistemes Informatics (antiguamente, Departament de Programacio) de la Universitat
Politecnica de Catalunya. Esta notacién ha sido utilizada desde principios de los afios 80 por
los profesores del departamento en la imparticion de las asignaturas de programacion de los
primeros niveles de las titulaciones en informatica y ha demostrado su validez como
herramienta para el aprendizaje de la programacion. Las razones de esta eleccién son
basicamente dos: por un lado, disponer de una notacién abstracta que permita expresar
facilmente los diferentes esquemas que se introducen sin ningln tipo de restriccion
impuesta por el lenguaje; por otro, usar una sintaxis muy parecida tanto para especificar como
para implementar los tipos de datos (el hecho de que el mismo lenguaje se pueda usar
desde estos dos niveles diferentes refuerza la relacién entre la especificacién y la
implementacién de los tipos de datos, que es uno de los objetivos del texto). El
inconveniente principal es la necesidad de traducir las especificaciones y los programas que
aparecen en este texto a los lenguajes que el lector tenga a su disposicion; ahora bien, este
inconveniente no parece muy importante, dado que Merli es facilmente traducible a
cualquier lenguaje comercial (a algunos mejor que a otros, eso si), y que podria haber
aparecido el mismo problema fuera cual fuera el lenguaje de trabajo elegido.

Terminologia

Dado que, hoy en dia, el idioma dominante en el ambito de la informéatica es el inglés, he
hecho constar las acepciones inglesas junto a aquellos vocablos que denotan conceptos
bésicos y universalmente aceptados; de esta manera, el lector puede relacionar rdpidamente
estos conceptos dentro de su conocimiento de la materia o, en el caso de que sea el primer
libro que lee sobre estructuras de datos, adquirir el vocabulario basico para la lectura
posterior de textos ingleses. Los términos ingleses se escriben siempre en singular
independientemente del género con el que se usen en castellano.

Por el mismo motivo, se utilizan de manera consciente varios anglicismos usuales en el
ambito de la programacion para traducir algunos términos ingleses. Dichos anglicismos se
limitan a lo estrictamente imprescindible, pero he creido conveniente seguir la terminologia
técnica habitual en vez de introducir vocablos méas correctos desde el punto de vista
linguistico pero no tan profusamente usados. Asi, aparecen los términos "reusabilidad” en

vez de "reutilizacion", "eficiencia" en vez de "eficacia", etc.
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Capitulo 1 Especificacion de tipos abstractos de datos

El concepto de tipo abstracto de datos sera el marco de estudio de las estructuras de datos
que se presentan en el libro. Por ello, dedicamos el primer capitulo a estudiar su significado a
partir de lo que se denomina una especificacion algebraica, que es la descripcion precisa de
su comportamiento. También se introducen en profundidad los mecanismos que ofrece la
notacion Merli para escribirlas y que seran usados a lo largo del texto en la descripcion
preliminar de las diferentes estructuras de datos que en él aparecen.

1.1 Introduccién a los tipos abstractos de datos

Con la aparicién de los lenguajes de programacion estructurados en la década de los 60,
surge el concepto de tipo de datos (ing., data type), definido como un conjunto de valores
que sirve de dominio de ciertas operaciones. En estos lenguajes (C, Pascal y similares,
derivados todos ellos -de forma mas o menos directa- de Algol), los tipos de datos sirven
sobre todo para clasificar los objetos de los programas (variables, parametros y constantes) y
determinar qué valores pueden tomar y qué operaciones se les pueden aplicar.

Esta nocion, no obstante, se reveld insuficiente en el desarrollo de software a gran escala,
dado que el uso de los datos dentro de los programas no conocia mas restricciones que las
impuestas por el compilador, lo cual era muy inconveniente en los nuevos tipos de datos
definidos por el usuario, sobre todo porque no se restringia de ninguna manera su ambito de
manipulacion. Para solucionar esta carencia, resumida por J.B. Morris en "Types are not Sets"
(Proceedings ACM POPL, 1973), diversos investigadores (citemos como pioneros a
S.N. Zilles, a J.V. Guttag y al grupo ADJ, formado por J.A. Goguen, J.W. Thatcher,
E.G. Wagner y J.B. Wright [ADJ78]) introdujeron a mediados de la década de los 70 el
concepto de tipo abstracto de datos (ing., abstract data type; abreviadamente, TAD), que
considera un tipo de datos no sélo como el conjunto de valores que lo caracteriza sino
también como las operaciones que sobre él se pueden aplicar, juntamente con las diversas
propiedades que determinan inequivocamente su comportamiento. Todos estos autores
coincidieron en la necesidad de emplear una notacién formal para describir el
comportamiento de las operaciones, no soélo para impedir cualquier interpretacion ambigua
sino para identificar claramente el modelo matematico denotado por el TAD.
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En realidad, el concepto de TAD ya existe en los lenguajes de programacion estructurados
bajo la forma de los tipos predefinidos, que se pueden considerar como tipos abstractos con
poco esfuerzo adicional. Por ejemplo, consideremos el tipo de datos de los enteros que
ofrece el lenguaje Pascal; la definicion del TAD correspondiente consiste en determinar:

- cudles son sus valores: los numeros enteros dentro del intérvalo [minint, maxint];

- cudles son sus operaciones: la suma, la resta, el producto, y el cociente y el resto de la
divisién, y

- cudles son las propiedades que cumplen estas operaciones: hay muchas; por ejemplo:
a+b=b+a,a*0=0, etc.

Resumiendo, se puede definir un tipo abstracto de datos como un conjunto de valores
sobre los que se aplica un conjunto dado de operaciones que cumplen determinadas
propiedades. ;Por qué "abstracto"? Este es un punto clave en la metodologia que se
presentara y se aplicara en todo el libro. El calificativo "abstracto" no significa "surrealista"
sino que proviene de "abstraccidon”, y responde al hecho de que los valores de un tipo
pueden ser manipulados mediante sus operaciones si se saben las propiedades que éstas
cumplen, sin que sea necesario ningun conocimiento ulterior sobre el tipo; en concreto, su
implementacion en la maquina es absolutamente irrelevante. En el caso de los enteros de
Pascal, cualquier programa escrito en este lenguaje puede efectuar la operacion x+y (siendo
x e y dos variables enteras) con la certeza de que siempre calculara la suma de los enteros x
e y, independientemente de su representacion interna en la maquina que esta ejecutando
el programa (complemento a 2, signo y magnitud, etc.) porque, sea ésta cual sea, la
definicion de los enteros de Pascal asegura que la suma se comporta de una manera
determinada. En otras palabras, la manipulacién de los objetos de un tipo solo depende del
comportamiento descrito en su especificacion (ing., specification) y es independiente de su
implementacion (ing., implementation):

- La especificacion de un TAD consiste en establecer las propiedades que lo definen.
Para que sea util, una especificacion ha de ser precisa (solo tiene que decir aquello
realmente imprescindible), general (adaptable a diferentes contextos), legible (que
sirva como instrumento de comunicacién entre el especificador y los usuarios del tipo,
por un lado, y entre el especificador y el implementador, por el otro) y no ambigua (que
evite posteriores problemas de interpretacion). La especificacién del tipo, que es
Unica, define totalmente su comportamiento a cualquier usuario que lo necesite.
Segun su grado de formalismo, serda mas o menos facil de escribir y de leer y mas o
menos propensa a ser ambigua o incompleta.

- La implementacion de un TAD consiste en determinar una representacién para los
valores del tipo y en codificar sus operaciones a partir de esta representacion, todo ello
usando un lenguaje de programacién convencional. Para que sea util, una
implementacion ha de ser estructurada (para facilitar su desarrollo), eficiente (para
optimizar el uso de recursos del computador) y legible (para facilitar su modificacién y
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mantenimiento). Una implementacién del TAD (puede haber muchas, cada una de ellas
pensada para un contexto de uso diferente) es totalmente transparente a los usuarios
del tipo y no se puede escribir hasta haber determinado claramente su especificacion;
el cambio de una implementacion por otra que respete el comportamiento deseado del
tipo no ha de cambiar en absoluto la especificacidn ni, por consiguiente, la vision que
de él tienen sus usuarios, que se limitaran a recompilar la aplicacién correspondiente.

La verdadera utilidad de los TAD aparece en el disefio de nuevos tipos de datos. Imaginemos
que se quiere construir un programa Pascal que calcule la suma de una secuencia de
numeros complejos introducida por el terminal, acabada por el valor 0 + Oi (para simplificar la
escritura de algunos detalles irrelevantes, supondremos que tanto la parte real como la parte
imaginaria de los numeros complejos son enteros en vez de reales), escribiendo el resultado
en la pantalla. Fieles a la metodologia que acabamos de esbozar, enfocamos el caso como un
ejercicio resoluble a partir de la especificacion de un TAD para los numeros complejos,
definible de la siguiente forma:

- cudles son sus valores: todos aquellos nimeros complejos de partes real e imaginaria
enteras y dentro del intérvalo [minint, maxint ];

- cudles son sus operaciones: como minimo, y dada la funcionalidad del programa, se
necesita una operacion para sumar complejos, otra para crear un complejo a partir de
dos enteros y dos mas para obtener las partes real e imaginaria, y

- cudles son las propiedades que cumplen las operaciones: las tipicas de los complejos.

Una vez definido el TAD para los complejos es posible utilizarlo desde un programa Pascal:
se pueden declarar variables del tipo, usar objetos del tipo como parametros de funciones,
utilizar el tipo para construir otros mas complicados, etc.; dicho de otra forma, el (nuevo) TAD
de los complejos tiene las mismas caracteristicas de uso que el TAD (predefinido) de los
enteros y desde un programa Pascal sus diferencias son exclusivamente notacionales.
Como consecuencia, se puede escribir el programa principal que calcula la suma de los
complejos sin implementar el TAD.

program suma_complejos;
var res: complejo; a, b: integer;
begin
res := crear(0, 0); read(a, b);
while (a <> 0) or (b <> 0) do begin
res := sumar(res, crear(a, b)); read(a, b)

end;

writeln('El resultado es: ', real(res), ' + ', imaginaria(res), 'i.")
end.

Fig. 1.1: programa Pascal para sumar una secuencia de numeros complejos.
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Es decir, el programa resultante es independiente de la implementacion del tipo de los
complejos en Pascal. Una vez determinadas las operaciones, para completar la aplicacion se
escoge una representacion para el TAD y se implementa (en la fig. 1.2 se da una
representacion que mantiene los complejos en notacién binémica).

type complejo = record re, im: integer end;

function crear (a, b: integer): complejo;
var c: complejo;

in

c.re :=a;c.im:=b;crear:=c

end;

loa
D

function sumar (a, b: complejo): complejo;
egin
a.re :=a.re + b.re; a.im ;= a.im + b.im; sumar :=a

(oa

D
>
o

function real (c: complejo): integer;
eai

o
=

real := c.re
end;
function imaginaria (c: complejo): integer;
eqi

o
=

imaginaria := c.im
end;

Fig. 1.2: codificacion en Pascal de una representacion binémica para los numeros complejos.

La extrapolacion de esta técnica a sistemas de gran tamafio conduce al llamado disefo
modular de las aplicaciones (ing., modular design, formulado por D.L. Parnas en 1972 en el
articulo "On the Criteria to be Used in Decomposing Systems into Modules", CACM, 15(12);
también lo llamaremos disefio con TAD; v. [LiG86] para un estudio en profundidad). El disefo
modular es una generalizacion del disefio descendente de programas (ing., stepwise
design; llamado también disefio por refinamientos sucesivos) introducido a finales de los
anos 60 por diversos autores, entre los que destacan O.-J. Dahl, E.W. Dijkstra y C.A.R. Hoare
(v. Structured Programming, Academic Pres Inc., 1972), y se caracteriza por el hecho de
dividir el problema original en varios subproblemas mas pequefos, cada uno de ellos con
una mision bien determinada dentro del marco general del proyecto, que interaccionan de
manera clara y minima y de tal forma que todos ellos juntos solucionan el problema inicial; si
algunos subproblemas siguen siendo demasiado complicados, se les aplica el mismo
proceso, y asi sucesivamente hasta llegar al estado en que todos los subproblemas son lo
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bastante sencillos como para detener el proceso. El resultado es una estructura jerarquica
que refleja las descomposiciones efectuadas; cada descomposicidn es el resultado de
abstraer las caracteristicas mas relevantes del problema que se esta tratando de los detalles
irrelevantes en el nivel de razonamiento actual, los cuales adquieren importancia en
descomposiciones sucesivas. Desde el punto de vista de su gestidn, cada subproblema es
un TAD que se encapsula en lo que se denomina un mdédulo ' (ing., module); precisamente,
la mejora respecto al disefo descendente proviene de la ocultacién de la representacion de
los datos y de la limitacidon de su manipulacién al &mbito del médulo que define el tipo.

A primera vista, puede parecer costoso, e incluso absurdo, dividir una aplicacién en médulos
y escribir procedimientos y funciones para controlar el acceso a la estructura que implementa
un TAD; es decir, ¢por qué no escribir directamente la formula de la suma de complejos alli
donde se necesite, en vez de encapsular el cédigo dentro de una funcion? La respuesta es
que esta metodologia abunda en diversas propiedades interesantes:

- Abstraccion. Los usuarios de un TAD no necesitan conocer detalles de implementacion
(tanto en lo que se refiere a la representacion del tipo como a los algoritmos y a las
técnicas de codificacion de las operaciones), por lo que pueden trabajar en un grado
muy alto de abstraccion. Como resultado, la complejidad de un programa queda diluida
entre sus diversos componentes.

Correccién. Un TAD puede servir como unidad indivisible en las pruebas de programas,
de manera que en una aplicacién que conste de diversos tipos abstractos no tengan
que probarse todos a la vez, sino que es factible y recomendable probarlos por
separado e integrarlos mas adelante. Evidentemente, es mucho mas facil detectar los
errores de esta segunda manera, porque las entidades a probar son mas pequenas y
las pruebas pueden ser mas exhaustivas. Por otro lado, la adopcion de una técnica
formal de especificacion como la que se explica en el resto del capitulo posibilita la
verificacién formal de la aplicacién de manera que, eventualmente, se puede demostrar
la correccion de un programa; ésta es una mejora considerable, porque la prueba
empirica muestra la ausencia de errores en determinados contextos, pero no asegura
la correccidn absoluta. Hay que decir, no obstante, que la complejidad intrinseca de los
métodos formales, junto con el volumen de los TAD que aparecen en aplicaciones
reales, y también la inexistencia de herramientas totalmente automaticas de
verificacion, dificultan (y, hoy en dia, casi imposibilitan) la verificacién formal completa.

Eficiencia. La separacion clara entre un programa y los TAD que usa favorece la
eficiencia, ya que la implementacion de un tipo se retrasa hasta conocer las
restricciones de eficiencia sobre sus operaciones, y asi se pueden elegir los algoritmos
6ptimos®.

' En realidad, el disefio modular identifica no solo TAD (encapsulados en los llamados modulos de
datos) sino también los llamados médulos funcionales, que se pueden catalogar como algoritmos no
triviales que operan sobre diversos TAD (v. [LiG86] para mas detalles).

2 Aunque, como veremos a lo largo del texto, la inaccesibilidad de la implementacion fuera de los
modulos de definicion de los TAD comporta a menudo problemas de eficiencia.
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- Legibilidad. Por un lado, la estructuracion de la informacién en varios TAD permite
estudiar los programas como un conjunto de subprogramas con significado propio y de
mas facil comprensién, porque la especificacion de un TAD es suficiente para entender
su significado. Por lo que respecta a la implementacion, los programas que usan los
diferentes TAD resultan mas faciles de entender, dado que no manipulan directamente
estructuras de datos sino que llaman a las operaciones definidas para el tipo, que ya se
encargaran de gestionar las estructuras subyacentes de manera transparente®.

Modificabilidad y mantenimiento. Cualquier modificacidon que se tenga que efectuar
sobre un programa provocada por cambios en sus requerimientos, por ampliaciones si
se desarrollan versiones sucesivas (prototipos), o por su funcionamiento incorrecto no
requiere normalmente examinar y modificar el programa entero sino sélo algunas
partes. La identificacién de estas partes queda facilitada por la estructuracion légica en
TAD. Una vez mas, es importante destacar que los cambios en la codificacién de un
TAD no afectan a la implementaciéon de los moédulos que lo usan, siempre que el
comportamiento externo de las operaciones no cambie.

Organizacion. La visién de una aplicacion como un conjunto de TAD con significado
propio permite una dptima reparticién de tareas entre los diferentes componentes de
un equipo de trabajo, que pueden desarrollar cada TAD independientemente vy
comunicarse solo en los puntos en que necesiten interaccionar; esta comunicacion,
ademas, es sencilla, ya que consiste simplemente en saber qué operaciones ofrecen
los TAD y qué propiedades cumplen (es decir, en conocer su especificacion).

Reusabilidad. Los TAD disefiados en una especificacion pueden ser reutilizables a
veces en otros contextos con pocos cambios (lo ideal es que no haya ninguno). En
este sentido es importante, por un lado, disponer de un soporte para acceder
rapidamente a los TAD (mediante bibliotecas de mdédulos reusables) y, por otro,
escoger las operaciones adecuadas para el tipo en el momento de su definicion,
incluso anadiendo algunas operaciones sin utilidad inmediata, pero que puedan ser
usadas en otros contextos futuros.

Seguridad. La imposibilidad de manipular directamente la representacion evita el mal
uso de los objetos del tipo y, en particular, la generacién de valores incorrectos.
Idealmente los lenguajes de programacion deberian reforzar esta prohibicién limitando
el ambito de manipulacién de la representacion. A pesar de que algunos de ellos lo
hacen (Ada, Modula-2 y la familia de lenguajes orientados a objetos, incluyendo C++,
Eiffel y algunas versiones no estandares de Pascal), hay muchos que no, y es
necesario un sobreesfuerzo y autodisciplina por parte del programador para adaptar los
conceptos del disefio con TAD a las carencias del lenguaje de programacion.

® Evidentemente, sin olvidar la adopcion de técnicas clasicas para la legibilidad, como por ejemplo el
uso de disefio descendente, la insercion de comentarios y la asercion de predicados que especifiquen
la misién de las funciones, bucles, etc.
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Una vez vistos los conceptos de tipo de datos y tipo abstracto de datos, queda claro que el
primero de ellos es una limitacion respecto al segundo y por ello lo rechazamos; en el resto
del texto, cualquier referencia al término "tipo de datos" se ha de interpretar como una
abreviatura de "tipo abstracto de datos". Por otro lado, notemos que todavia no ha sido
definida la nocién de estructura de datos que da titulo al libro. A pesar de que no se puede
decir que haya una definicién estandar, de ahora en adelante consideraremos que una
estructura de datos (ing., data structure) es la representacion de un tipo abstracto de datos
que combina los constructores de tipo y los tipos predefinidos habituales en los lenguajes
de programacion imperativos (por lo que respecta a los primeros, tuplas, vectores y punteros
principalmente; en lo referente a los segundos, booleanos, enteros, reales y caracteres
normalmente). Determinadas combinaciones presentan propiedades que las hacen
interesantes para implementar ciertos TAD, y dan lugar a unas familias ya clasicas en el campo
de la programacion: estructuras lineales para implementar secuencias, tablas de dispersion
para implementar funciones y conjuntos, arboles para implementar jerarquias y multilistas
para implementar relaciones binarias. La distincion entre el modelo de un TAD y su
implementacién mediante una estructura de datos es fundamental, y se refleja a lo largo del
texto en la especificacién del TAD previa al estudio de la implementacion.

1.2 Modelo de un tipo abstracto de datos

Para describir el comportamiento de un TAD, es obvio que el lenguaje natural no es una
buena opcidén dada su falta de precisién. Se requiere, pues, una notacion formal que permita
expresar sin ningun atisbo de ambigledad las propiedades que cumplen las operaciones de
un tipo. Desde que aparecio esta necesidad se han desarrollado diversos estilos de
especificacion formal, cada uno de ellos con sus peculiaridades propias, que determinan su
contexto de uso. A lo largo del texto seguiremos la llamada especificacion algebraica
(también denominada ecuacional), que establece las propiedades del TAD mediante
ecuaciones con variables cuantificadas universalmente, de manera que las propiedades
dadas se cumplen para cualquier valor que tomen las variables.

El estudio del significado de estas especificaciones se hara dentro del ambito de unos
objetos matematicos llamados algebras (ing., algebra). El grupo ADJ fue el pionero y maximo
impulsor en la busqueda del modelo matematico de un tipo abstracto (ya desde [ADJ78],
que recoge los resultados obtenidos en la primera mitad de la década de los 70, la mayoria
de ellos publicados como reports de investigacion de los laboratorios IBM Watson Research
Center), y son incontables las aportaciones posteriores de otros autores. En el afo 1985 se
publicé el texto [EhM85], que constituye una compilacién de todos los conceptos formales
sobre el tema, y al que se ha de considerar como la referencia principal de esta seccién; en él
se formulan una serie de teoremas y propiedades de gran interés, que aqui se introducen
sin demostrar. Posteriormente, los mismos autores presentaron [EhM90], que estudia el
modelo formal de los TAD respetando su estructura interna, aspecto éste no tratado aqui.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



26 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacién

1.2.1 Signaturas y términos

El primer paso al especificar un TAD consiste en identificar claramente sus objetos y
operaciones. En Merli se encapsula la especificacion dentro de una estructura llamada
universo (equivalente al concepto tradicional de médulo) donde, para empezar, se escribe el
nombre del TAD en definicion tras la palabra clave "tipo" y se establecen las operaciones
detras de la palabra clave "ops"; para cada operacion se indica su nombre, el nimero y el tipo
de sus parametros y el tipo de su resultado; es lo que se llama la signatura (ing., signature) de
la operacion. Al universo se le da un nombre que se usara para referirse a él.

En la fig. 1.3 se muestra un universo para el TAD de los booleanos. Por defecto, las
operaciones de una signatura se invocaran con los parametros (si los hay) separados por
comas y encerrados entre paréntesis; para indicar una sintaxis diferente, se usa el caracter
de subrayado para determinar la ubicacion de todos los parametros (por ejemplo =_, _v_y
_~_). Por otro lado, diversos operadores con la misma signatura se pueden introducir en la
misma linea (como cierto y falso, 0 _v_y _a_).

universo BOOL es
tipo bool
ops
cierto, falso: — bool
—_: bool — bool
_V_, _A_: bool bool — bool
funiverso

Fig. 1.3: signatura de un TAD para los booleanos.

En la fig. 1.4 se ofrece un TAD para los naturales; es necesario, no obstante, introducir
también el tipo de los booleanos porque, aunque el objetivo principal es especificar el tipo
nat, hay un simbolo de operacion, ig, que involucra bool*; las operaciones sobre bool son
las estrictamente imprescindibles para especificar mas adelante los naturales. La signatura se
puede presentar graficamente encerrando en circulos los nombres de los tipos y
representando las operaciones como flechas que salen de los tipos de los parametros y van
a parar al tipo del resultado (v. fig. 1.5).

Resumiendo, en un universo se establece, para empezar, qué objetos y qué operaciones
intervienen en la definicion del TAD; es lo que se conoce como signatura de un tipo
abstracto de datos®. Al escribir la signatura, todavia no se da ninguna propiedad sobre los
simbolos de operacién; ademads, tampoco se les proporciona ningun significado, aparte de la
informacion puramente subjetiva de sus nombres (que son totalmente arbitrarios).

*En el apartado 1.3.1 estudiaremos cémo aprovechar especificaciones ya construidas.
® Es decir, la palabra "signatura" puede usarse refiriéndose a operaciones individuales o a todo un TAD.
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universo NAT es
tipo nat, bool
ops
cero: — nat
suc: nat — nat
suma: nat nat — nat
ig: nat nat — bool
cierto, falso: — bool
funiverso

Fig. 1.4: signatura de un TAD para los naturales.

sSuc

cierto

falso
cero

Fig. 1.5: representacion pictorica de la signatura de la fig. 1.4.

A continuacién, se quiere formalizar el concepto de signatura como primer paso hacia la
busqueda del modelo asociado a una especificacion. Previamente hay que introducir una
definicion auxiliar: dado un conjunto S, definimos un S-conjunto A como una familia de
conjuntos indexada por los elementos de S, A = (A,)scs; €l calificativo "indexada" significa
que cada uno de los elementos de S sirve como medio de referencia para un conjunto de A.
Definimos el S-conjunto vacio & como aquel S-conjunto que cumple Vs: seS: J¢ = J. Sobre
los S-conjuntos se definen operaciones de interseccion, unién, pertenencia e inclusion,
cuya definicion es, para dos S-conjuntos A = (Ag)scs Y B = (Bs)ses:

-AUB :(ASU BS)SES! AnB :(Asm Bs)seS
-AcB=Vs:seS: A; =B

-ve A=3s:seS:veAq

Ahora, se puede definir una signatura SIG como un par SIG = (Sg;g, OPgg) 0, para reducir
subindices, SIG =(S, OP), donde:

- S es un conjunto de géneros (ing., sort); cada género representa el conjunto de
valores que caracteriza el tipo.
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- OP es un conjunto de simbolos de operaciones (ing., operation symbol ) o, méas
exactamente, una familia de conjuntos indexada por la signatura de las operaciones, es
decir, un <S* x S>-conjunto®, OP = (OP,,_s)wcs*ses; cada uno de estos conjuntos
agrupa los simbolos de operaciones que tienen la misma signatura (exceptuando el
nombre). La longitud de w, denotada como Ilw ll, recibe el nombre de aridad (ing., arity)
de la operacion; los simbolos de aridad O se llaman simbolos de constantes (ing.,
constant symbol); su tratamiento no difiere del que se da al resto de simbolos (a pesar
de que, a veces, habra que distinguirlos al formular ciertas definiciones recursivas).

Por ejemplo, la signatura NAT = (S, OP) de la fig. 1.4 queda:

S ={nat, bool}
OP—mat = {cero} OPnat—mat = {SUC} OI:)nat nat—nat = {Suma}
OIDabool = {CiertO) falso} Ol:)nat nat—bool = {|g}

y el resto de conjuntos OP,,_ son vacios.

Mediante la aplicacion sucesiva y correcta de simbolos de operaciones de una signatura se
pueden construir términos (ing., term) sobre ella; por ejemplo, suc(suc(suc(cero))) es un
término sobre la signatura NAT. El conjunto de términos (generalmente infinito) que se
puede construir sobre una signatura SIG = (S, OP) es un S-conjunto denotado con Tgg,
Tsig = (Tsig s)sc s, definido recursivamente como:

-Ye: CGOP_>S: C ETSIG,S

-Yop:op €OP 51 sAN>0:VE: t1eTSIG,s1: .V tnETSIG,sn: op(t,, .., t)eT

Sy > SIG,s

-No hay nada mas en Tgg

Es decir, el conjunto de términos contiene todas las combinaciones posibles de aplicaciones
de operaciones, respetando aridades y tipos. Los términos que pertenecen a Tggs S€
llaman términos sobre SIG de género s. Por ejemplo, unos cuantos términos correctos para
el conjunto de términos Tyar = (Tnatnats TNATbool) SON cero, suc(cero) y también
suma(suc(cero), sumafcero, cero)), que estan dentro de Tyarnat ¥ falso e ig(suc(cero), cero),
que estan dentro de Tyarpooi; €N cambio, no son términos las expresiones suc(cierto) y
suc(cero, cero), porque violan las reglas de formacién dadas. La estructura de los términos
queda muy clara con una representacion grafica como la fig. 1.6.

La definicion de término no considera la existencia de operaciones de invocacion no
funcional, como -_ o _v_. Este hecho es irrelevante al ser la diferencia puramente
sintactica; si se quieren incorporar, €s necesario incluir un mecanismo de parentizacion en la
definicién.

® S* representa el monoide libre sobre S, es decir, secuencias de elementos de S (v. seccién 1.5 para
una introduccion y el capitulo 3 para mas detalles). Por su parte, <S x T> representa el producto
cartesiano de los conjuntos S y T.
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suma
suc suma
I 7\
cero cero cero

Fig. 1.6: representacién grafica del término suma(suc(cero), suma(cero, cero)).

El siguiente paso consiste en incorporar variables (ing., variable) en los términos. Las
variables son simbolos de aridad 0 (como las constantes) que pueden tomar cualquier valor y,
por ello, permiten expresar propiedades universales que han de cumplir todos los elementos
de un tipo. Dada la signatura SIG = (S, OP), el S-conjunto V sera un conjunto de variables
sobre SIG, si no hay variables repetidas ni ninguna variable con el mismo nombre que una
constante; entonces, el S-conjunto Tgg(V) de todos los términos sobre SIG con variables
de V, Tgig(V) =(Tsig s(V))scs se define como:

-Ve:ceOP_s:ceTggs(V)
-VviveVgveTggs(V)
- VOp: op GOPS1...Sn _)S/\n > 0:
Vi teTges, (V) Vit eTg g o (V)0P(ty, -t )eTg g (V)
-No hay nada mas en Tg (V)

Denotaremos con Varsgg todos los posibles conjuntos de variables sobre SIG. Por ejemplo,
dado V e Varsyr tal que Vi ={X, ¥} ¥ Voo = {2}, algunos términos validos son cero, suc(x) y
suma(suc(cero), x), que estan dentro de Tyarnat(V), y también ig(y, X), que esta dentro de
Tnarbool (V); €n cambio, las expresiones suc(z) e ig(x, z) no son términos.

1.2.2 Modelos asociados a una signatura

Hasta ahora, los TAD han sido tratados a nivel sintactico. El siguiente objetivo consiste en
traducir los simbolos de un universo a los objetos que se quiere modelizar; asi, si se quiere
que la signatura NAT = (S, OP), S ={nat, bool}, OP = {cero, suc, suma, ig, cierto, falso}, tenga
el significado esperado dados los nombres de los géneros y de las operaciones, hay que
asociar los naturales N anat, el algebra de Boole B de valores C y F (cierto y falso) a bool,
el valor 0 de los naturales a cero, la operacién de sumar el uno a un natural a suc, la operacion
+ de sumar naturales a suma, la igualdad = de los naturales a ig, el valor C acierto y el valor F
afalso. Para establecer claramente esta correspondencia pueden estructurarse los naturales
y los booleanos y asociar uno a uno los simbolos de la signatura:
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NAT = (Syar» OPar)s
Syar = {naty,; , booly,r 1, donde naty,; =N, booly,; =B 7
OPyar ={ceroyar, SUCyat, SUMaAY T, iQyar » Ci€rtOya7 , falsoy,}, donde

ceroyar =0, sucyap =+1, igyar ==, SUMa,; =+, ciertoy,; = C, falsoy,; = F

Esta estructura se llama &lgebra respecto de la signatura SIG o, para abreviar, SIG-algebra
(ing., SlG-algebra), y se caracteriza porque da una interpretacién de cada uno de los
simbolos de la signatura; en el ejemplo anterior, NAT es una NAT-algebra y el subindice

nar Se puede leer como "interpretacion dentro del modelo NAT .

Mas formalmente, dada una signatura SIG = (S, OP), una SIG-algebra A esun par ordenado,
A =(S,, OP,), siendo S, un S-conjunto y OP,un <S* x S>-conjunto, definida como:

-Vs:seS:s,eS,;s,50n los conjuntos de base (ing., carrier set) de A.
-Vc:ceOP__:c,:—s,e0P,; ¢, son las constantes de A.

-Yop:op eOPS1_ <ANn>0:0p, S1Ax...x S, s,€OP,; op, son las operaciones de A.

.S
Asi pues, un algebra es un conjunto de valores sobre el que se aplican operaciones; esta
definicion es idéntica a la de TAD y por este motivo normalmente se estudian los TAD dentro
del marco de las algebras heterogéneas, es decir, algebras que implican varios géneros.

Otras veces, las asociaciones a efectuar con los simbolos de la signatura no son tan obvias.
Por ejemplo, consideremos la signatura de la fig. 1.7; supongamos que los simbolos nat,
bool, cero, suc, ig, cierto y falso tienen el significado esperado dado su nombre, y
planteémonos qué significa el género x y qué significan las operaciones crea, convierte,
fusiona y esta?. Una primera solucion consiste en pensar que x representa los conjuntos
de naturales y que las operaciones significan:

crea =, el conjunto vacio.

convierte(m) = {m}, el conjunto que sélo contiene el elemento m.
fusiona = U, la union de conjuntos.

esta? = €, la operacién de pertenencia de un elemento a un conjunto.

Todo encaja. Ahora bien, es igualmente licito conjeturar que x es el monoide libre sobre los
naturales (secuencias de naturales, v. seccién 1.5) y que las operaciones significan:

crea = A, la secuencia vacia

convierte(m) = m, la secuencia que sélo contiene el elemento m.
fusiona(r, s) = r.s, la concatenacién de dos secuencias.

esta? = €, la operacion de pertenencia de un elemento a una secuencia.

" Alo largo de este texto, el simbolo = se usa con el significado "se define como".
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universo Xes
tipo x, nat, bool
ops
crea: - X
convierte: nat — x
fusiona: x x — x
esta?: nat x — bool
cero, suc, ig, cierto y falso: v. fig. 1.4
funiverso

Fig. 1.7: una signatura misteriosa.

Incluso se puede interpretar alguna operacién de manera atipica respecto a su nombre; en el
primer modelo dado es valido asociar la diferencia entre conjuntos a fusiona, porque también
se respeta la signatura de la operacion.

Con la informacion disponible hasta el momento no se puede decidir cual es el modelo
asociado a la signatura, pues aun no se han especificado las propiedades de sus simbolos;
es decir, existen infinitas SIG-algebras asociadas a una signatura SIG, todas ellas igualmente
vélidas, que pueden variar en los conjuntos de base o, a conjuntos de base idénticos, en la
interpretacion de los simbolos de las operaciones; el conjunto de todas las SIG-algebras se
denota mediante Alggg. Desde este punto de vista, se puede contemplar una signatura
como una plantilla que define la forma que deben tener todos sus posibles modelos.

Mas adelante se dan ciertos criterios para elegir un modelo como significado de una
especificacion; a tal efecto, se presenta a continuacion una SIG-algebra particular, facil de
construir: la SIG-algebra resultante de considerar como algebra el conjunto de términos. Sea
SIG = (S, OP) una signatura y V € Varsgg, el algebra de términos (ing., term-algebra) sobre
SIG y V, denotada por Tgg(V), es el dlgebra Tgg(V) = (St, OPy)?, siendo el S-conjunto Sq,
St=(ST)scs, l0s conjuntos de base y el <S* x S>-conjunto OPr, OP1=((0p1)w_s)wes* scs, 1as
operaciones, definidos como:

-Vs:seS:steSy, definido como: st=Tgg (V)
-Vop:op eOPS1___Sn ] o TSIG,S1(V)X"'X T

op4(t,, ...t )=op(,, ..., t).

(V) = Tg,q.(V)e OP_, definida como:

SIG,sp, SIG,s

Resumiendo, los conjuntos de base son todos los términos que se pueden construir a partir
de los simbolos de operaciones y de las variables, y las operaciones son las reglas de
formacién de términos considerando la signatura concreta. De manera analoga, se puede
definir el algebra de términos sin variables. Como ejemplo, en la fig. 1.8 se construye Tyar-

® Para mayor claridad, se omiten algunos subindices.
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St=(naty, booly)
natr= Tyarnat = {cero}u {suc(x)/ x € Tyarnat} v {suma(x, y)/ X,y € Tyarnat}
boolr= Tyarbool = {Cierto} u {falso} U {ig(x, y) / X,y € Tnarnat}
OP+: cerot: — Tnarnat ; CEror=cero
suct: Tnatnat = TnATnat s SUCT(X) = suc(x)
sumar: Tnatnat X TnATnat = TNATnat; SUmar(x, y) = suma(x, y)
ig7: TnaTnat X TnaTnat = TNATbool 5 IGT(X, Y) = i9(X, ¥)

ciertor, falsot: — Tnarboor ; Ciertor = cierto, falsor = falso

Fig. 1.8: algebra de términos Tyar = (S1, OP7) para la signatura NAT.

1.2.3 Evaluacion de un término dentro de un algebra

Una vez determinada la interpretacion de cada simbolo de una signatura SIG dentro de una
SIG-algebra A, es inmediato definir un mecanismo para calcular el valor representado por un
término de Tgig en A Previamente, es necesario introducir el concepto de homomorfismo
entre algebras.

Dados dos S-conjuntos A y B, definimos una S-aplicacién f: A — B como una familia de
aplicaciones indexada por los elementos de S, f = (fs: Ag > Bg)ses. Clasificamos f como
inyectiva, exhaustiva o biyectiva, si y solo si todas las fslo son a la vez. Entonces, dadas la
signatura SIG = (S, OP) y dos SIG-algebras A1 y Az, un (S-)homomorfismo (ing.,
homomorphism) de A, aA, es una S-aplicacion f: A; — A, que cumple:

-Ve:ceOP_: fs(cA1)= Ca,

-Vop:op GOPS1...SnﬁS An>0:Vtites ..Vt tes:

fs(opA1(t1, )= opAZ(fs1(t1), fsn(tn))

Si el homomorfismo es biyectivo se llama isomorfismo; si entre dos algebras A1 y A2 se
puede establecer un isomorfismo®, entonces decimos que A1 y A2 son isomorfas (ing.,
isomorphic) y lo denotamos por A; = A,. Remarquemos que si A; = A,y A, = A,,
entonces A= As.

Por ejemplo, sean la signatura NAT y el dlgebra NAT presentadas en el apartado anterior, y
sea la NAT-algebra NAT2= (Syar, OPyar,) de los naturales mddulo 2 definida como:

Syar = (Natyar,, DOO A 1,); Naty,r, = {0, 1}, booly,r,= B

° Notemos que en los isomorfismos es indiferente el sentido de la funcién: si existe un isomorfismo de
Aa A' existe también un isomorfismo de A'a A.
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OPyar, = {C@rOAz, SUCNAT: SUMANAT:, IGNaTy: CEMONAT,, faISONAT}
ceroya, =0
SUCyT,(0) = 1, sucyap(1) =0
sumayap,(0, 0) = sumay\r,(1, 1) = 0, sumay,p,(1, 0) = sumay,1,(0, 1) =1

1Onar2 ==
ciertoyar, = C, falsoy,, = F

Entonces, la aplicacion f: NAT — NAT?2, definida por f(n) =0, sin es par,yf(n)=1,sin es
impar, es un homomorfismo, dado que, por ejemplo:

f(ceroy,r) =f(0) = 0 = ceroyar,

f(sucyar(2n)) =f(2n+1) = 1 = sucyr,(0) = sucyar,(f(2n))

f(sucyar(2n+1)) = f(2(n+1)) = 0 = suCya7,(1) = SuC A (f(2n+1))

y asi para el resto de operaciones.

Una vez introducido el concepto de homomorfismo, puede definirse la evaluacién de un
término sobre su signatura: dados una signatura SIG = (S, OP), una SIG-algebra A y un
conjunto de variables V sobre SIG, definimos:

- La funcién de evaluacién de términos sin variables dentro de A, eval,: Tgg — A,
que es Unica dada una interpretacion de los simbolos de la signatura dentro del
algebra, como un S-homomorfismo:

QVe:ceTgg:evaly(c)=c,
OVop(ty,..., th): op(ty,..., th) e Tgig : evaly(op(ty,...,tn)) = opa(evaly(ty),..., eval,(t,))
eval, da la interpretacién de los términos sin variables dentro de una dlgebra A.
- Una funcién de asignacién de V dentro de A, asya:V— A, como una S-aplicacion.
asy A da la interpretacion de un conjunto de variables dentro del algebra A.
- La funcién de evaluacién de términos con variables de V dentro del algebra A,
evaIaSV’A: TSIG(V) — A, como un homomorfismo:
OVv:veV: evaIaSV‘A(v) = asV!A(v)
Ove:ceTg (V) evaIaSV,A
0vop(t,,..., t):op(t,,.... t )eTgo(V):

evaIaSV’A(op(tv..., t)= opA(evaIaSV‘A(y),..., evaIaSV‘A(tn))

(c)=eval,(c)

Esta funcion es unica, dada una interpretacion eval, de los simbolos de la signatura
dentro del algebra y dada una asignacion asy a de variables de V dentro del algebra.
Para simplificar subindices, abreviaremos evaIaSV’ A por evaIV’ A
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Por ejemplo, dadas la signatura NAT y la NAT-algebra NAT introducidas anteriormente, la
funcién de evaluacion correspondiente es evaly,; : Tyar = N AT definida como:

evaly,r(ceror) = 0, evaly \7 (sucr(x)) = evaly 47 (X)+1
evaly,r(sumar(x, y)) = evaly a7 (X) + evaly,7 (Y)

evaly,7(igr(x, y)) = (evaly,r (X) = evaly 1 (V)
eval,; (ciertor) = C, evaly,. (falsor) = F

Ahora se puede evaluar dentro del algebra NAT el término suc(suma(cero, suc(cero)))
construido a partir de la signatura NAT:

evaly,r(suc(suma(cero, suc(cero)))) =
evaly 7 (suma(cero, suc(cero))) + 1 =
(evalyr(cero) + evaly,r(suc(cero))) + 1=
(0 + (evaly,r(cero) + 1)) +1=(0+ 0+ 1)) +1=2

Dado el conjunto de variables (de género nat) V ={x, y}, definimos una funcién de asignacién
dentro de NAT como asynar(X) = 3y asynar(y) = 4. Dada esta funcién y la funcién de
evaluacion evaly,;, la evaluacion evaly yar dentro de NAT de suc(suma(x, suc(y))) queda:

evaly nat(suc(suma(x, suc(y)))) = evaly yat(suma(x, suc(y))) + 1 =

(evaly nat(X) + evaly yar(suc(y))) + 1=
B+ (evalynar()+1)+1=B+(@+1)+1=9

1.2.4 Ecuaciones y especificaciones algebraicas

Dados los géneros y los simbolos de operacién que forman la signatura de un tipo, es
necesario introducir a continuacion las propiedades que cumplen, de manera que se pueda
determinar posteriormente el significado del TAD; para ello, se afiaden a la signatura unas
ecuaciones o axiomas (ing., equation o axiom), que forman la llamada especificacién
algebraica o ecuacional del TAD (ing., algebraic o equational specification).

Actualmente, la utilidad de las especificaciones formales es indiscutible dentro de los
métodos modernos de desarrollo de software. Una especificacion, ya sea ecuacional o de
otra indole, no sélo proporciona un significado preciso a un tipo de datos asocidndole un
modelo matematico a partir de su descripcidon formal, sino que, como ya se ha dicho en la
primera seccién, responde a cualquier cuestion sobre el comportamiento observable del tipo
sin necesidad de consultar el cédigo, y por ello clarifica la misiéon de un tipo dentro de una
aplicacion. Ademas, las especificaciones ecuacionales pueden usarse como un primer
prototipo de la aplicacion siempre que cumplan determinadas condiciones (v. seccion 1.7).
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Una especificacion algebraica SPEC = (SIGgpec, Espec) se compone de:

- Una signatura SIGgpgc = (S, OP).

- Un conjunto Egpgc de ecuaciones que expresan relaciones entre los simbolos de la
signatura. Cada ecuacion tiene la forma sintactica t = t', siendo t y t' términos con
variables sobre SIGgpgc; se dice que t es la parte izquierda de la ecuaciéon y t' la parte
derecha (ing., left-hand side y right-hand side, respectivamente); definimos Vars;_;:
como la unidn de las variables de los dos términos. La ecuacidon t = t' representa la
formula universal de primer orden Vx;VxX,...VX,: t =t siendo {X4, X, ..., Xp} = Vars;_y' .

Para simplificar subindices, de ahora en adelante abreviaremos SIG gpec por SIG y Egpec por
E. Asimismo, denotaremos SPEC = (SIG, E) por SPEC = (S, OP, E) cuando sea preferible.

Las ecuaciones se incluyen en los universos de Merli precedidas por la palabra clave "ecns"
y, opcionalmente, por la declaracion de sus variables; cuando sea necesario, a estos
universos los llamaremos universos de especificacion o también universos de definicion para
distinguirlos de otras clases de universos. Las ecuaciones se escriben en lineas diferentes
0, de lo contrario, se separan con el caracter ';'.

universo BOOL es
tipo bool
ops cierto, falso: — bool
-_: bool — bool
_V_, _A_: bool bool — bool
ecns Vbebool
- cierto = falso; — falso = cierto
b v cierto = cierto; b v falso = b
b A cierto = b; b A falso = falso
funiverso

Fig. 1.9: especificacion algebraica para el TAD de los booleanos.

Las ecuaciones definen el comportamiento de las operaciones de la signatura;
consideraremos que una operacidon esta definida si las ecuaciones determinan su
comportamiento respecto a todas las combinaciones posibles de valores (de los géneros
correctos) que pueden tomar sus parametros. Por ejemplo, por lo que se refiere a la suma en
la especificacion de los naturales de la fig. 1.10, se escribe su comportamiento respecto a
cualquier par de naturales con dos ecuaciones: 1 trata el caso de que el segundo operando
sea el natural cero y 2 que sea un natural positivo; por lo que respecta a la especificacion de
la igualdad, se estudian los cuatro casos resultantes de considerar todas las posibles
combinaciones de dos naturales, que pueden ser o bien cero o bien positivos. En la seccion
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siguiente se da un método de escritura de especificaciones basado en esta idea intuitiva.

universo NAT es
tipo nat, bool
ops cero: — nat
suc: nat — nat
suma: nat nat — nat
ig: nat nat — bool
cierto, falso: — bool
ecns vVn,menat
1) suma(n, cero) = n
2) suma(n, suc(m)) = suc(suma(n, m))
3) ig(cero, cero) = cierto
4) ig(cero, suc(m)) = falso
5) ig(suc(n), cero) = falso
6) ig(suc(n), suc(m)) =ig(n, m)
funiverso

Fig. 1.10: especificacion algebraica para el TAD de los naturales.

También es posible demostrar formalmente que la suma esta correctamente definida de la
siguiente forma. Dado que todo natural n puede representarse mediante la aplicacion n
veces de suc sobre cero, abreviadamente suc”(cero), basta con demostrar el enunciado:
cualquier término de tipo nat que contenga un ndmero arbitrario de sumas puede reducirse
a un Unico término de la forma suc"(cero), interpretando las operaciones dentro del modelo
de los naturales. Previamente, introducimos un lema auxiliar.

Lema. Todo término t de la forma t = sucX(cero) + sucY(cero) es equivalente (por las
ecuaciones del tipo) a otro de la forma suc**Y(cero).

Demostracion. Por induccién sobre y.
y = 0. El término queda t = sucX(cero) + cero, que es igual a sucX(cero) aplicando 1.
y = k. Hipdtesis de induccion: t = sucX(cero) + suck(cero) se transforma en sucX*K(cero).

y =k+1. Debe demostrarse que t= sucX(cero) + suck+1(cero) cumple el lema. t también
puede escribirse como t = sucX(cero) + suc(suck(cero)), y aplicando 2 se transforma en
t = suc(suc*(cero) + suck(cero)), que es igual a suc(suc**K(cero)) aplicando la hipétesis
de induccion, con lo que t ha podido transformarse finalmente en el término
sucX+tk+1(cero), que cumple el enunciado del lema.
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Teorema. Todo término de tipo nat que contenga r operaciones de suma y s operaciones
suc es equivalente por las ecuaciones a otro término de la forma sucS(cero).

Demostracion. Por induccién sobre r.
r= 0. El término es de la forma sucS(cero) y cumple el enunciado.

r = k. Hipdtesis de induccion: el término t de tipo nat con k operaciones de sumay s
operaciones suc se transforma en sucs(cero).

r=k+1. Sea a =sucX(cero) + sucY(cero) un subtérmino de t que no contiene ninguna
suma (siempre existira al menos uno pues r=k + 1 > 0). Aplicando el lema sobre o se
obtiene otro término = sucX*¥(cero) que elimina la (Unica) suma y conserva el nimero
de apariciones de suc, y sustituyendo o por B dentro de t, resulta en un término con k
operaciones de suma y s operaciones suc, siendo posible aplicar la hipétesis de
induccion y asi obtener el término sucS(cero).

En el apartado siguiente se estudia con mayor detalle el significado de esta demostracion.
Béasicamente, se enuncia una biyeccién entre los términos de la forma such(cero) y los
naturales, definida por such(cero) <> n, y a continuacion se generaliza la biyeccion a
isomorfismo considerando no el conjunto de términos sino el algebra de términos. En el caso
general, sera necesario una manipulacion adicional que dara lugar a la denominada algebra
cociente de términos que también se define mas adelante.

Por ultimo, se introduce la nocién de satisfaccién de una ecuacion. Sea e la ecuacion ty =15,
siendo t; y t, términos con variables sobre una signatura SIG, y sea V = Vars,; decimos que
e es valida dentro de una SIG-algebra A (también se dice que A satisface €) si, para toda
funcién asya: V — A de asignacion, se cumple evaly a(ty) =, evaly a(t2), siendo =, la igualdad
dentro del algebra A y eval , la funcion de evaluacion correspondiente. Por extension, una
SIG-algebra A satisface una especificacion SPEC = (SIG, E) (también se dice que A es una
SPEC-algebra) si A satisface todas las ecuaciones de E; el conjunto de &lgebras que
satisfacen una especificacion SPEC se denota mediante Alggpgc.

1.2.5 Modelo inicial de una especificacion

Dada una especificacion ecuacional es imprescindible determinar con exactitud cual o cudles
son los modelos por ella representados; dado el universo NAT de la fig. 1.10, esta claro que
el dlgebra NAT cumple sus ecuaciones (con la interpretacion evaly,; de los simbolos de la
signatura), pero hay mas modelos posibles: los enteros, o las matrices de naturales de dos
dimensiones, donde se interpreta la operacién suc como sumar el uno a todos sus
elementos. Asi, hay que establecer ciertos criterios que determinen claramente cual o cudles
de estas algebras son el modelo asociado a una especificacién, y lo haremos con un
ejemplo: investiguemos cual de las algebras siguientes:
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M, = (N , 0, +1, +), naturales con cero, incremento en uno y suma.

M, = (Z, 0, +1, +), enteros con cero, incremento en uno y suma.

M; = (|\/|2X2(N ), (0, 0; 0, 0), (+1, +1; +1, +1), +), matrices 2x2 de naturales con matriz
cero, incremento en uno de todos los componentes y suma de matrices.

M, = (N , 0, +1, .), naturales con cero, incremento en uno y producto.

Ms = (N , 0, +1, +, -), naturales con cero, incremento en uno, suma y resta.

Mg = (N , 0, +1, mod 2), naturales con cero, incremento en uno, suma y resto de la
division por 2.

M,=(N,Z, 0, +1, | ) naturales y enteros con cero, incremento en uno y valor absoluto.

Mg = ({*}, f, g, h), modelo con un uUnico elemento en su conjunto base, con las
operaciones definidas por f=*, g(*) =*y h(*,*) = *.

es el modelo de la especificacion Y = (SY, EY):

universo Y es
tipoy
opscero: >y
suc:y -y
op:yy—y
ecns Vn,mey
1) op(n, cero) = n; 2) op(n, suc(m)) = suc(op(n, m))
funiverso

Dado que buscamos el modelo asociado a una especificacion, es imprescindible que este
modelo presente unos conjuntos de base y unas operaciones que respondan a la plantilla
determinada por la signatura. Asi, se puede hacer una primera criba de las algebras
introducidas, porque hay algunas que no son SY-algebras: Ms tiene cuatro simbolos de
operacion (tendriamos que olvidar la suma o la resta para obtener una SY-algebra), Mg tiene
tres, pero las aridades no coinciden (no hay ninguna operacion que se pueda asociar a op), y
M, define dos géneros (tendriamos que olvidar uno para obtener una SY-algebra). El resto
de algebras son SY-algebras y la interpretacion de los simbolos de la signatura es inmediata
en cada caso, como también la funcién de evaluacién resultante (v. fig. 1.11).

Por lo que concierne a la satisfaccion de las ecuaciones en las SY-algebras, es facil ver que
My, My, M3 y Mg son Y-algebras, pero que M, no lo es, porque no cumple la propiedad
m.0 = 0. Por ello, puede descartarse M, como posible modelo, dado que ni siquiera cumple
las ecuaciones; quedan pues cuatro candidatos. Para determinar cual o cuéles son los
buenos, construiremos una nueva SY-algebra a partir del algebra de términos, incorporando
la informacién que proporcionan las ecuaciones, y estudiaremos la isomorfia entre ella y las
algebras. Concretamente, consideramos que dos términos son equivalentes si y sélo si se
deduce su igualdad sintactica manipulandolos con las ecuaciones de la especificacién; el
resultado es la llamada algebra cociente de términos, que se introduce a continuacion.
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My=(N, 0, +1,+)

eval;: Tgy =M,
(exhaustiva)

Mo=(Z, 0, +1, +)
eval,: Toy > M,

(no exhaustiva)

M3= (szz(N),
(O 0) (+1 +1
00/ \+1 +1) %)
eval,: Toy > M,
(no exhaustiva)

M,=(N,0,+1,.)

eval,: T, _—>M4
(exhaustiva)

M8= ({*}7 f! 97 h)

evalg: Tgy - Mg
(exhaustiva)

Fig. 1.11: algunas SY-algebras y las funciones de evaluacion de Tgy dentro de ellas.

Dada la especificacion SPEC =(SIG, E), siendo SIG = (S, OP), se define la congruencia =g
inducida por las ecuaciones de E como la menor relacion que cumple:

-=g es una relacién de equivalencia.

- Estan dentro de una misma clase de equivalencia todos aquellos términos que puede

demostrarse por las ecuaciones que son iguales:

Ve=t =t,:eek: VaSVarse,Ts@: Vars, — Tg,5: evaIVarse,T3|G(t1) = evaIVarse,T3|G(t2)'
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- Cualquier operacion aplicada sobre diversas parejas de términos congruentes da como
resultado dos términos igualmente congruentes:

Yop:op eOPS1 LV teT LVt eT

SIG,s1° SIG,s;"
t1 = tl1 A .. /\tn =g tln = Op(t1, . tn)EE Op(tl1, . tln).

.S

Entonces se define el algebra cociente de términos (ing., quotient-term algebra), denotada
por Tspec, como el resultado de particionar Tg g usando =g, Tspec = Tgig/ =g; concretamente,
Tspec =(Sq, OPg), siendo Sq un S-conjunto y OPqun <S* x S>-conjunto, definidos:

-Vs:seS:8qeSq, siendo sq={[t]/teTggs}, siendo [t]={t eTgg/t' =t}
-Vc:ceOP _ s:cqe OPq, dondecq=([c]

-Vop:op eOPS1_ s 0Py’ s1Qx...xan—>sQeOPQ, donde opQ([t1], - L) =[op(t,, ...\ t)]

..Sp —
Los elementos de los conjuntos de base de este algebra son las clases de equivalencia
resultado de particionar Tgpgc usando =g, compuestas por términos sin variables cuya
igualdad es deducible por las ecuaciones. En la fig. 1.12 se muestra el algebra cociente de
términos Ty para la especificacion Y; las correspondencias (1), (2) y (3) se calculan:

(1) op(cero, cero) = cero, aplicando la ecuacion 1 con n = cero.

(2) op(suc(cero), cero) = suc(cero), aplicando la ecuacion 1 con n = suc(cero).

(3) op(cero, suc(cero)) = suc(op(cero, cero)) = suc(cero), aplicando la ecuacion 2
con m =n = cero y después la ecuacién 1 con n = cero.

La importancia del algebra cociente de términos radica en que, si consideramos cada una de
las clases componentes como un objeto del TAD que se quiere especificar, entonces T gpgc
es el modelo. Para ser mas concretos, definimos como modelo del tipo cualquier algebra
isomorfa a Tgpec; en el ejemplo, My es isomorfa a Ty, mientras que M,, My y Mg no lo son
(como queda claro en la fig. 1.12), y por ello se puede decir que el modelo del TAD son los
naturales con operaciones cero, incremento en uno y suma. La isomorfia establece la
insensibilidad a los cambios de nombre de los simbolos de la signatura: es o mismo escribir
[cero] que O, [suc(cero)] que 1, etc., siempre que las propiedades que cumplan los
simbolos sean las mismas.

El algebra cociente de términos asociada a la especificacion SPEC cumple ciertas
propiedades:

-Tspec €s generada: todos sus valores son generados por las operaciones del tipo (no
contiene datos inalcanzables desde las operaciones).

- Tgpec €s tipica: dos términos estan dentro de la misma clase si y sélo si por las
ecuaciones se demuestra su igualdad (se dice que Tgpgc no confunde los términos).

- Tspec €s inicial dentro de la clase de SPEC-algebras: para toda SPEC-algebra A, se
puede encontrar un tnico homomorfismo de Tgpec en A (v. fig. 1.13).
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Fig. 1.12: el algebra cociente de términos Ty para la especificacion .

- Las diversas algebras isomorfas al dlgebra de términos también pueden tomarse como
modelos; por eso se dice que el modelo no es un algebra concreta, sino una clase de
isomorfia (la clase de todas las algebras isomorfas a Tgpgc, V. fig. 1.13). En concreto,
toda SPEC-élgebra generada y tipica es isomorfa a Tgpgc.

- Los elementos de Tgpgc estan caracterizados por un término llamado representante
canonico de la clase; ademas, se pueden escoger los representantes candnicos de
manera que, considerados como términos, todos estén formados por combinaciones
de un subconjunto de operaciones de la signatura (v. seccidn siguiente).
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Clase de todas
las algebras

Modelo inicial
del TAD

Clase de todas
las Y-algebras

Clase de todas
las SY-algebras

homomorfismo

isomorfismo

Fig. 1.13: clasificacion de todas las algebras existentes respecto a la especificacion Y.

En la fig. 1.14 se muestra el algebra cociente de términos Tgntero asociada a la
especificacion ENTERO. Se podria demostrar que Tentero €S isomorfa a los enteros
(Z, 0, +1, -1, +) tomando enteroq~ Z, [sucn(cero)] = n, [predn(cero)] = -n, [cero] = 0y la
asociacion intuitiva de los simbolos de operacion con las operaciones de (Z, 0, +1, -1, +).

universo ENTERO es Tentero = ((enterog), {ceroq, sucq, predq, sumag})
tipo entero enteroq= {[sucn(cero)]/n>1} U {[cero]} U
ops cero: — entero {[predn(cero)]/n>1}
suc, pred: entero — entero cerog= [cero]
suma: entero entero — entero sucg([sucn(cero)]) = [sucn+1(cero)],n >0
ecns Vn,me entero sucq([predn(cero)]) = [predn-1(cero)], n > 1
suc(pred(m)) = m predq([sucn(cero)]) = [such-1(cero)], n> 1
pred(suc(m)) = m predg([predn(cero)]) = [pred n+1(cero)], n > 0
sumag(n, cero) = n sumag([sucn(cero)], [sucm(cero)]) =
sumay(n, suc(m)) = suc(suma(n, m)) = [suc+m(cero)l,n,m =0
suma(n, pred(m)) = pred(suma(n, m)) sumag([sucn(cero)], [predm(cero)]) =
funiverso =[sucnm(cero)l,n>m > 1...etc.

Fig. 1.14: un algebra cociente de términos para los enteros.
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1.2.6 Otros modelos posibles

En el apartado anterior se ha asociado como modelo (semantica) de un TAD la clase isomorfa
al algebra cociente de términos; es lo que se conoce como semantica inicial (ing., initial
semantics) de un TAD (llamada asi porque hay un homomorfismo unico de Tgpgc a todas las
demas dalgebras de Algspec), que se caracteriza porque todos los valores son alcanzables a
partir de las operaciones y porque dos términos son iguales, si y solo si puede deducirse de
las ecuaciones. En el resto de este libro se interpretara la especificacion de un TAD con este
significado; no obstante, conviene saber que el enfoque inicial no es el Unico y en este
apartado introduciremos muy brevemente otros existentes.

Una critica que recibe frecuentemente el modelo inicial es su bajo grado de abstraccién. Por
ejemplo, consideremos la especificacion de la fig. 1.15, de la que se pretende que
represente los conjuntos de naturales y dos términos sobre su signatura,
ty= anade(anade(Q, cero), cero) y t, = anade(d, cero).

universo CJT_NATS es
tipo cjt, nat, bool
ops J: —cjt
anade: cjt nat — cjt
_€_:natcjt — bool
cero: — nat
suc: nat — nat
ig: nat nat — bool
cierto, falso: — bool
_v_: bool bool — bool
ecns ... { especificaciéon de v e ig}
ne @ = falso
n,e anade(s, n{) =ig(ny, Ny) v Nses
funiverso

Fig. 1.15: juna especificacidn para los conjuntos?

Segun el enfoque inicial, t; y t, denotan valores diferentes porque no puede deducirse por
las ecuaciones que sean iguales; ahora bien, ambos términos se comportan exactamente
igual, porque todo natural que pertenece al conjunto representado por t; también pertenece
al conjunto representado por t,. Podriamos interpretar, pues, que t; yt, son el mismo valor si
rechazamos el principio de tipicidad del modelo y afirmamos que dos términos son iguales,
salvo que se pueda deducir por las ecuaciones que son diferentes. Esta es la semantica
final (ing., final semantics) de un TAD (llamada asi porque hay un homomorfismo unico desde
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todas las demas algebras de Algspec hacia el modelo), que es igualmente una clase de
isomorfia y que también es generada, como la semantica inicial.

Notemos que la semantica inicial de la especificacion de la fig. 1.15 es N * (las secuencias de
naturales) y la semantica final es P(N) (los conjuntos de naturales). Para conseguir que
P(N ) sea el modelo inicial, hay que afadir las ecuaciones:

anade(ahade(s, ny), ny) = ahade(afiade(s, ny), n4)
anade(anade(s, n), n) = anade(s, n)

Es decir, la semantica inicial, a veces, obliga a sobreespecificar los universos introduciendo
ecuaciones que no son importantes para el uso del universo dentro de un programa.

Para considerar la igualdad dentro de la semantica final (es decir, la congruencia inducida por
las ecuaciones), se hacen experimentos sobre unos géneros especiales llamados géneros
observables; a tal efecto, se cambia la definicion de una especificacion SPEC y se define
SPEC = (V, S, OP, E), siendo V (subconjunto de S) los géneros observables; por eso, a los
términos que son de un género V-S se los denomina términos no observables.
Intuitivamente, dos términos de un género no observable son iguales si, al aplicarles
cualquier operacion que devuelva un valor observable, el resultado es el mismo. En el
ejemplo de los conjuntos, si definimos bool y nat como los géneros observables, la Unica
operacioén sobre términos no observables que da resultado observable es la de pertenencia,
por lo que dos términos no observables t; y t, son iguales dentro de la semantica final si
Vn:nenat:nety=net,.

Una tercera opcion es la semantica de comportamiento (ing., behavioural semantics), que
tiene un principio de funcionamento parecido a la semantica final obviando la restriccion de
isomorfia de la clase de modelos. Por ejemplo, en el caso de la especificacion CJT_NAT, se
toman como modelo N * y P(N ) a la vez y, ademas, todas las algebras con el mismo
comportamiento observable, como los conjuntos con repeticiones y las secuencias sin
repeticiones. Todos estos modelos forman parte del dlgebra de comportamiento por
CJT_NAT, a pesar de que sus conjuntos base no son isomorfos entre si.

Finalmente, también se puede considerar toda la clase Algspec como la clase de modelos; es
la lamada semantica laxa (ing., loose semantics). En este caso, el modelo se toma como
punto de partida y se va restringiendo poco a poco (hay diversos tipos de restricciones) hasta
llegar a un modelo ya aceptable como resultado. La ventaja sobre otros tipos de semanticas
es que se adapta mejor al concepto de desarrollo de aplicaciones. Por ejemplo, supongamos
que la especificacion de los conjuntos se afade una operacién para elegir un elemento
cualquiera del conjunto, elige: cjt — nat; si no importa cual es el elemento concreto elegido,
se puede ahadir la ecuacion elige(s)es = cierto, que no impone ninguna estrategia; en algun
momento, no obstante, debe restringirse el modelo afadiendo las ecuaciones necesarias
para obtener un tipo de comportamiento conocido, por ejemplo, elige?(s) = minimo(s).
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1.3 Construccion sistematica de especificaciones

En la seccién anterior hemos estudiado las caracteristicas de una especificacién dada y
hemos encontrado su modelo a posteriori. Ahora bien, en el proceso de desarrollo de
software la situacion acostumbra a ser la contraria: a partir de un TAD que formara parte de un
programa, del que se conoce su comportamiento (quizas del todo, quizas sélo se tiene una
idea intuitiva), el problema consiste en encontrar una especificacion que lo represente y es
por ello que en esta seccién se estudia un método general para la construcciéon de
especificaciones, basado en una clasificacion previa de las operaciones del TAD. Antes
introducimos en el primer apartado un concepto util para escribir especificaciones con mayor
comodidad, que se estudiara en profundidad en la seccién 1.6.

1.3.1 Introducciodn al uso de especificaciones

Hasta ahora, al especificar un TAD no hay manera de aprovechar la especificacion de otro tipo
que se pudiera necesitar, aunque ya esté definida en otro universo; es un ejemplo conocido
la especificacion de los naturales con operacion de igualdad, que precisa repetir la
especificacion de los booleanos. Es evidente que se necesita un medio para evitar esta
redundancia; por tanto, se incluye una nueva clausula en el lenguaje que permite usar
especificaciones ya existentes desde un universo cualquiera. En la fig. 1.16 se muestra una
nueva especificacion de los naturales que "usa" el universo BOOL de los booleanos vy,
consecuentemente, puede utilizar todos los simbolos en él definidos.

universo NAT es
usa BOOL
tipo nat
ops cero: — nat
suc: nat — nat
suma: nat nat — nat
ig: nat nat — bool
ecns Vn,me nat
1) suma(n, cero) = n
2) suma(n, suc(m)) = suc(suma(n, m))
3) ig(cero, cero) = cierto
4) ig(cero, suc(m)) = falso
5) ig(suc(n), cero) = falso
6) ig(suc(n), suc(m)) = ig(n, m)
funiverso

Fig. 1.16: un universo para los naturales con igualdad usando los booleanos.
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1.3.2 Clasificacion de las operaciones de una especificacion

Como paso previo a la formulacion de un método general de construccion de
especificaciones, se precisa clasificar las operaciones de la signatura de una especificacion
respecto a cada género que en ella aparece: dada una especificaciéon SPEC =(S, OP, E)y
un género s €S, se define el conjunto de operaciones constructoras de OP respecto a s,
constrOPS, como el conjunto de operaciones de OP que devuelven un valor de género s;y
el conjunto de operaciones consultoras de OP respecto a s, consulops, como el conjunto de
operaciones de OP que devuelven un valor de género diferente de s:

w—>s}'

c:ons;trOPS ={op eOP

consulopss{op eOPS1 Lg/8#s' Adit1<i<nis =s}

...Sp

Dentro de las operaciones constructoras, destaca especialmente el conjunto de
operaciones constructoras generadoras, que es un subconjunto minimo de las operaciones
constructoras que permite generar, por aplicaciones sucesivas, los representantes
canonicos de las clases de Tepec (es decir, todos los valores del TAD que queremos
especificar); en el caso general, puede haber mas de un subconjunto de constructoras
generadoras, de los que hay que escoger uno. Las constructoras que no forman parte del
conjunto de constructoras generadoras escogidas se llaman (constructoras) modificadoras.
Notaremos los dos conjuntos con gengp ¥ modifOPS. El conjunto gengp,_ €s puro si no hay
relaciones entre las operaciones que lo forman (dicho de otra manera, todo par de términos
diferentes formados sélo por constructoras generadoras denota valores diferentes) o
impuro si hay relaciones; en este Ultimo caso, a las ecuaciones que expresan las relaciones
entre las operaciones constructoras generadoras las llamamos impurificadoras.

Por ejemplo, dado el universo BOOL de la fig. 1.9, el conjunto de consultoras es vacio
porque todas son constructoras; en lo que se refiere a éstas, parece légico elegir como
representantes candnicos los términos cierto y falso y entonces quedaran los conjuntos
genOPbool ={cierto, falso} y modlfOPbool ={-_, _v_, _»_}. Ahora bien, también es licito coger

como representantes candnicos los términos cierto y —cierto, siendo 9enop, .., = {cierto, =_};
. . . . oo
la propiedad == x = x determina la impureza de este conjunto de constructoras generadoras.

No es normal que haya un unico género en el universo; por ejemplo, en la especificacion de
los naturales con igualdad de la fig. 1.16 aparecen nat y bool. No obstante, con vistas a la
formulaciéon de un método general de especificacion (en el siguiente apartado), solamente
es necesario clasificar las operaciones respecto a los nuevos géneros que se introducen y
no respecto a los que se usan; si sélo se define un nuevo género, como es habitual, se
hablara de operaciones constructoras o consultoras sin explicitar respecto a qué género.
Volviendo a la especificacion de los naturales NAT = (S, OP, E) de la fig. 1.16 y tomando
como representantes canonicos los términos (de género nat) sucn(cero), n = 0, la
clasificacion de las operaciones es: gengp = {cero, suc}, modifgp = {suma} y consulgp ={ig}.
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1.3.3 Método general de construccion de especificaciones

Para escribir la especificacion de un TAD no se dispone de un método exacto, sino que hay
que fiarse de la experiencia y la intuicién a partes iguales; a veces, una especificacion no
acaba de resolverse si no se tiene una idea feliz. A continuacién se expone un método que
da resultados satisfactorios en un elevado numero de casos y que consta de tres pasos.

- Eleccion de un conjunto de operaciones como constructoras generadoras: se buscan
las operaciones que son suficientes para generar todos los valores del algebra
cociente de términos del tipo (es decir, para formar los representantes canénicos de las
clases). Como ya se ha dicho, puede haber mas de uno; en este caso, se puede
escoger el conjunto menos impuro o bien el minimo (criterios que muy frecuentemente
conducen al mismo conjunto).

- Asercidn de las relaciones entre las constructoras generadoras: escritura de las
ecuaciones impurificadoras del tipo. Una posibilidad para conseguir estas ecuaciones
consiste en pensar en la forma que ha de tomar el representante candnico de la clase y
de qué manera se puede llegar a él.

- Especificacién del resto de operaciones, una a una, respecto a las constructoras
generadoras (es decir, definicion de los efectos de aplicar las operaciones sobre
términos formados exclusivamente por constructoras generadoras, pero sin suponer
que estos términos son representantes candénicos). Recordemos que el objetivo final
es especificar cada operacién respecto a todas las combinaciones posibles de valores a
los que se puede aplicar, y una manera sencilla de conseguir este objetivo consiste en
estudiar los efectos de la aplicacion de la operacidon sobre las constructoras
generadoras, que permiten generar por aplicaciones sucesivas todos los valores del
género.

En este ultimo paso se debe ser especialmente cuidadoso al especificar las operaciones
consultoras para asegurar dos propiedades denominadas consistencia y completitud
suficiente: si se ponen ecuaciones de mas, se pueden igualar términos que han de estar en
clases de equivalencia diferentes del género correspondiente, mientras que si se ponen de
menos, se puede generar un numero indeterminado de términos (potencialmente infinitos)
incongruentes con los representantes de las clases existentes hasta aquel momento y que
dan lugar a nuevas clases de equivalencia; en cualquiera de los dos casos, se esta
modificando incorrectamente la semantica del tipo afectado.

Como ejemplo, se presenta una especificacién para el tipo cjt de los conjuntos de naturales
con operaciones @: — cjt, ahade: cjt nat — cjt, _u_: cjtcjt > cjt y _e_: nat cjt — bool. El
conjunto {J, afiade} juega el papel de conjunto de constructoras generadoras, porque las
operaciones permiten construir todos los valores posibles del tipo (la constructora _u_en
particular no es necesaria). La forma general del representante candnico de las clases es
afade(ahade(...(anade(d, ny), ..., ny), tomando por ejemplo ny < ...< n.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



48 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacién

Para modelizar realmente los conjuntos, es necesario incluir dos ecuaciones impurificadoras
que expresen que el orden de anadir los naturales al conjunto no es significativo y que
dentro del conjunto no hay elementos repetidos:

anade(anade(s, ny), n,) = ahade(anade(s, ny), n4)
anade(anade(s, n), n) = anade(s, n)

No hay ningun otro tipo de relacion entre las constructoras generadoras; mediante estas dos
ecuaciones todo término formado exclusivamente por constructoras generadoras puede
convertirse, eventualmente, en su representante canénico.

Por lo que respecta al resto de operaciones, la aplicacion del método da como resultado:

n e @ =falso; n; € afade(s, n,) =ig(ny, No) v (N4 € 8)
@ U s = s; ahade(sq, n) U s, = afade(s; U Sy, N)

Notemos que hay parametros que se dejan como una variable, en lugar de descomponerlos
en las diversas formas que pueden tomar como combinacion de constructoras generadoras,
por lo que el parametro toma igualmente todos los valores posibles del género.

A partir de este enfoque, se puede decir que especificar es dar unas reglas para pasar de un
término cualquiera a su representante canonico y asi evaluar cualquier expresion sobre un
objeto del TAD correspondiente; en la seccion 1.7 se insiste en este planteamiento.

1.4 Ecuaciones condicionales, simbolos auxiliares y errores

Introducimos en esta seccidn tres conceptos adicionales necesarios para poder construir
especificaciones que resuelvan problemas no triviales: las ecuaciones condicionales, los
tipos y las operaciones auxiliares y el mecanismo de tratamiento de errores.

1.4.1 Ecuaciones condicionales

Hasta ahora, las ecuaciones expresan propiedades que se cumplen incondicionalmente; a
veces, no obstante, un axioma se cumple sélo en determinadas condiciones. Esto sucede,
por ejemplo, al ahadir la operacién saca: cjt nat — cjt a la especificacion de los conjuntos de la
seccion anterior; su especificacion siguiendo el método da como resultado:

saca(d,n)=J
saca(ahade(s, ny), ny) =??

donde la parte derecha de la segunda ecuacion depende de si ny es igual a n, y por ello
resultan infinitas ecuaciones:
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saca(afiade(s, cero), cero) = saca(s, cero)
saca(afiade(s, suc(cero)), cero) = afiade(suc(cero), saca(s, cero))
saca(anade(s, suc(cero)), suc(cero)) = saca(s, suc(cero)) ...etc.

El problema se puede solucionar introduciendo ecuaciones condicionales (ing., conditional
equation):

1)saca(@,n)=0
2) [ig(n4, ny) = cierto] = saca(afade(s, n4), n,) = saca(s, n,)
3) [ig(n4, ny) = falso] = saca(anade(s, ny), ny) = ahade(saca(s, ny), n4)

(Notemos que la parte derecha de la ecuacién 2 no puede ser simplemente s, porque no se
puede asegurar que dentro de s no haya mas apariciones de n, -es decir, no se puede
asegurar que el término sea canénico. Es mas, incluir esta ecuacién en sustitucion de 2
provocaria inconsistencias en el tipo, pues se podrian deducir igualdades incorrectas, como
anade(d, 1) = saca(ahade(afade(d, 1), 1), 1) = saca(ahade(d, 1), 1) = Q.)

Podemos decir, pues, que una ecuacion condicional es equivalente a un numero infinito de
ecuaciones no condicionales, asi como una ecuacion con variables es equivalente a un
numero infinito de ecuaciones sin variables. La sintaxis de Merli encierra la condicidn entre
corchetes a la izquierda de la ecuacion, también en forma de ecuacion™: [ty=t,] = t; =ty La
ecuacion ty = ty' se denomina premisay t; = t;' se denomina conclusién. Para abreviar, las
condiciones de la forma [t = cierto] o [t = falso] las escribiremos simplemente [t] o [~ 1],
respectivamente; también para abreviar, varias ecuaciones condicionales con idéntica
premisa se pueden agrupar en una sola, separando las conclusiones mediante comas. Dada
una SPEC-algebra A con la correspondiente funcién de evaluacion eval, y una igualdad =,
y, siendo V la union de las variables de la premisa, diremos que A satisface una ecuacion
condicional si:

Vasy a:V — A:{ evaly alto) =, evaly ate') b = evaly a(t;) =, evaly a(ty').

Es necesario destacar un par de cuestiones importantes referentes a las ecuaciones
condicionales. Primero, al especificar una operaciéon no constructora generadora usando
ecuaciones condicionales hay que asegurarse de que, para una misma parte izquierda, se
cubren todos los casos posibles; en otras palabras, para toda asignacion de variables de la
ecuacién debe haber como minimo una condicidon que se cumpla. Segundo, notemos que la
operacion de igualdad sobre los valores de los tipos es necesaria para comprobar la
desigualdad pero no la igualdad; asi, las tres ecuaciones siguientes son equivalentes:

2a) [ig(n4, n,)] = saca(afiade(s, ny), n,) = saca(s, ny)
2b) [ny = ny] = saca(anade(s, n4), ny) = saca(s, ny)
2c) saca(anade(s, n), n) = saca(s, n)

'Y En el marco de la semantica inicial, la premisa no se define normalmente como una Unica ecuacion,
sino como la conjuncion de varias ecuaciones; no obstante, la forma simplificada aqui adoptada cubre
todos los ejemplos que aparecen en el texto y, en realidad, no presenta carencia alguna.
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Esto es debido a la existencia de la deduccién ecuacional, introducida en la seccion 1.7. Lo
que nunca se puede suponer es que dos variables diferentes n; y n, denotan forzosamente
dos valores diferentes, porque siempre puede ocurrir que ny y n, valgan lo mismo
(recordemos que la interpretacion de una ecuacion cuantifica universalmente sus variables).

La redefinicion de la congruencia =g con ecuaciones condicionales queda como sigue:

- Se define =, como aquella congruencia en la que todo término del dlgebra de términos
forma una clase de equivalencia por si mismo.

- Dada =;, se define =, de la siguiente manera:
t i et EitIV
JeeE,e=[t,=t1=t, =t EIaSVarse,TS|G: Vars, — Ty, tal que:

1) evaIVarse,TS|G(to) =i eva|Varse,T3|G(tol )y
2) (evalvarse!TSIG(t1) =t A eV8.|VarSe’TS|G(t1 I) = tl ) Y

(eV8.|VarSe’TSIG(t1) =t' A evalvar.se!-l-SIG(‘t‘1 I) =t )

- Finalmente, se define =g como =

Vemos que en cada nueva congruencia se fusionan aquellas clases de equivalencia que
pueden identificarse como la parte derecha y la parte izquierda de la conclusion de una
ecuacién condicional, siempre que, para la asignacion de variables a la que induce esta
identificacion, todas las premisas se cumplan (es decir, las dos partes de cada premisa estén
en una misma clase de equivalencia, dada la sustitucién de variables).

1.4.2 Tipos y operaciones auxiliares

Los tipos y las operaciones auxiliares se introducen dentro de una especificacion para
facilitar su escritura y legibilidad; algunas veces son incluso imprescindibles para poder
especificar las operaciones que configuran una signatura dada. Estos simbolos auxiliares
son invisibles para los usuarios del TAD (su ambito es exclusivamente la especificacion
donde se definen), por lo que también se conocen como tipos y operaciones ocultos o
privados (ing., hidden o private).

Por ejemplo, supongamos una signatura para el TAD de los naturales con operaciones cero,
sucesor y producto, pero sin operacion de suma. Por lo que respecta a la especificaciéon del
producto, hay que determinar los valores de prod(cero, n) y de prod(suc(m), n); el segundo
término es facil de igualar aplicando la propiedad distributiva:

prod(suc(m), n) = suma(prod(m, n), n)

Es necesario introducir, pues, una funcion auxiliar suma que no aparece en la signatura
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inicial; suma se declara en la clausula "ops" de la manera habitual pero precedida de la palabra
clave "privada" para establecer su ocultacién a los universos que usen los naturales:

privada suma: nat nat — nat

El dltimo paso consiste en especificar suma como cualquier otra operacién de la signatura;
por ello, al definir una operacion privada es conveniente plantearse si puede ser de interés
general, para dejarla publica y que otros universos puedan usarla libremente.

El efecto de la declaracién de simbolos auxiliares en el modelo asociado a una especificaciéon
ESP es el siguiente. Se considera la signatura SIG' = SIG que contiene todos los simbolos
no auxiliares de la especificacion, y se define la restriccion de ESP con SIG', denotada por
<<Tegp>>ge, cOMo el resultado de olvidar todas las clases del dlgebra cociente Tggp cuyo
tipo sea auxiliar en SIG y todas las operaciones de Tggp asociadas a operaciones auxiliares
de SIG. Entonces, el modelo es la clase de todas las algebras isomorfas a <<Tggp>>gg- La
construccién detallada de este nuevo modelo se encuentra en [EhM85, pp. 145-151].

1.4.3 Tratamiento de los errores

Hasta el momento, se ha considerado que las operaciones de una signatura estan bien
definidas para cualquier combinacion de valores sobre la que se apliquen. Sin embargo,
normalmente una o mas operaciones de una especificacion seran funciones parciales, que
no se podran aplicar sobre ciertos valores del dominio de los datos. Veremos en este
apartado cémo tratar estas operaciones, y lo haremos con el ejemplo de la fig. 1.17 de los
naturales con igualdad y predecesor.

La especificacion no define completamente el comportamiento de la operacion pred, porque
no determina el resultado de pred(cero), que es un error. Dada la construccion del modelo de
un TAD presentada en la seccion 1.2, se puede introducir una nueva clase de equivalencia
dentro del lgebra cociente de términos que represente este valor erréneo; para facilitar su
descripcion y la evolucién posterior de la especificacién, se afade una constante a la
signatura, error,4: — nat, que modeliza un valor de error dentro del conjunto base de nat,
que representaremos con [error,,;]. Entonces se puede completar la especificacion de
pred con la ecuacion pred(cero) = error,,;.

Notemos que el representante candnico de la clase [error,,] no es un término formado
integramente por aplicaciones de cero y suc; por ello, se debe modificar el conjunto de
constructoras generadoras incluyendo en él error, ... Este cambio es importante, porque la
definicion del método general obliga a determinar el comportamiento del resto de
operaciones de la signatura respecto a error,,;. Entre diversas opciones posibles adoptamos
la estrategia de propagacion de los errores: siempre que uno de los operandos de una
operacion sea un error, el resultado también es error. Asi, deben afadirse algunas
ecuaciones a la especificacion, entre ellas:
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universo NAT es
usa BOOL
tipo nat
ops cero: — nat
suc, pred: nat — nat
suma, mult: nat nat — nat
ig: nat nat — bool
ecns Vn,me nat
1) suma(cero, n) = n
2) suma(suc(m), n) = suc(suma(m, n))
3) mult(cero, n) = cero
4) mult(suc(m), n) = suma(mult(m, n), n)
5) ig(cero, cero) = cierto
6) ig(suc(m), cero) = falso
7) ig(cero, suc(n)) = falso
8) ig(suc(m), suc(n)) = ig(m, n)
9) pred(suc(m)) =m
funiverso

Fig. 1.17: un universo para los naturales con predecesor.

E1) suc(error,at) = error,a E2) pred(error,,;) = errory
E3) suma(error,at, N) = €rrora E4) suma(n, errory,;) = errorq
E5) mult(error,ai, N) = €rror E6) mult(n, error,,;) = error,

Hay varios problemas en esta solucién. Para empezar, las ecuaciones han introducido
inconsistencias: por ejemplo, dado el término mult(cero, error, ), se le pueden aplicar dos
ecuaciones, 3 y E6; aplicando EB, con n = cero, se obtiene como resultado error,,;, mientras
que aplicando 3, con n = error,,;, Se obtiene como resultado cero. Es decir, que el mismo
término lleva a dos valores diferentes dentro del algebra en funcién de la ecuacion que se le
aplique. Para evitar este problema intolerable, deben protegerse las ecuaciones normales
con una comprobacién de que los términos utilizados no son erréneos; en la especificacion
del producto, por ejemplo, se cambian las ecuaciones 3y 4 por:

[correcto,,1(n)] = mult(cero, n) = cero
[correcto, i(mult(m, n)) A correcto,(suc(m))] =
= mult(suc(m), n) = suma(mult(m, n), n)

y lo mismo para el resto de operaciones.

La operacion correcto,,: hat — bool, que garantiza que un término no representa error,y, se
puede especificar en funcidn de las operaciones constructoras generadoras:
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E7) correcto,,i(cero) = cierto
E8) correcto,i(error, 1) = falso
E9) correcto, i(suc(m)) = correcto,1(m)

Un segundo problema surge al modificar la especificacién de la igualdad:
E10) ig(erroryat, N) = €rroryq E11) ig(m, error,,) = erroryq

erroryo €S un error de tipo diferente, pues ig devuelve un booleano; es decir, especificando
NAT debe modificarse un universo ya existente, introduciendo en él una constructora
generadora que obliga a repetir el proceso (y, eventualmente, a modificar otros universos).

Queda claro, pues, que el tratamiento de los errores expande el nimero de ecuaciones de
un universo para solucionar todos los problemas citados; por ejemplo, la especificacion de
los naturales con predecesor (cuya finalizacion queda como ejercicio para el lector) pasa de 9
ecuaciones a 21. Este resultado es inevitable con el esquema de trabajo adoptado; ahora
bien, podemos tomar algunas convenciones para simplificar la escritura de la especificacion,
pero sin que varie el resultado final (v. [ADJ78] para una explicacion detallada):

- Todo género introducido en la especificacion ofrece implicitamente dos operaciones
visibles, la constante de error y el predicado de correccidon convenientemente
especificado; en el ejemplo de los naturales, error,,;: — nat y correcto,,;:: hat — bool.

- Todas las ecuaciones de error que no sean de propagacion se escribirdn en una
clausula aparte y sin explicitar la parte derecha, que es implicitamente el valor de error
del tipo adecuado. En Merli se escriben los errores antes que las otras ecuaciones, a
las que por contraposicion denominamos ecuaciones correctas o normales.

- Durante la evaluacion de términos, los errores se propagan automaticamente; asi, no es
necesario introducir las ecuaciones de propagacion Como SUC(errory,;) = errory;.

- En el resto de ecuaciones, tanto la parte izquierda como la parte derecha estan libres
de error (es decir, existen condiciones implicitas); por ello, la ecuacién normal
mult(cero, n) = cero en realidad significa [correcto,,(n)] = mult(cero, n) = cero. Con
esta suposicion, no es necesario comprobar explicitamente que los valores sobre los
que se aplica una operacion en una ecuacion normal estan libres de error.

Como resultado, para completar la especificacion ejemplo basta con escribir la clausula
error pred(cero), con la certeza que las convenciones dadas la expanden correctamente.
1.5 Estudio de casos

Se presentan a continuacién algunos ejemplos que permiten ejercitar el método general de
especificacién introducido en el apartado 1.3.3. y que, sobre todo, muestran algunas
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excepciones bastante habituales. La metodologia de desarrollo que se sigue en esta
seccion es la base de la especificacion de los diversos TAD que se introduciran en el resto
del texto. Los ejemplos han sido elegidos para mostrar la especificacién de: a) un par de
modelos matematicos clasicos; b) un moédulo auxiliar para la construccion de una aplicacion;
C) una aplicacién entera, de dimensidn necesariamente reducida. Pueden encontrase mas
ejemplos resueltos en el trabajo "Especificacid Algebraica de Tipus Abstractes de Dades:
Estudi de Casos", escrito por el autor de este libro y publicado en el afio 1991 como report
LSI-91-5 del Dept. de Llenguatges i Sistemes Informatics de la Universitat Politécnica de
Catalunya.

1.5.1 Especificacion de algunos tipos de datos clasicos

a) Polinomios

Queremos especificar los polinomios Z[X] de una variable con coeficientes enteros, es decir,
P(X) = ag+a1X + ... + X1 +axn, neN |, Vi: 0<i< n:aeZ, con operaciones: cero: — poli,
que representa el polinomio p(x) = 0; afhadir: poli entero nat — poli, que afiade una pareja
coeficiente-exponente (abreviadamente, monomio) a un término que representa un
polinomio, y la operacidn evaluar: poli entero — entero, que calcula el valor del polinomio en
un punto. Esta claro que las operaciones constructoras generadoras son cero y ahadir,
porque cualquier polinomio se puede expresar como un término compuesto integramente
por ellas; asi, el polinomio p(x) tiene como representante candnico el término
anadir(anadir(...(afadir(cero, ay,, Ko), akq, K1), .-.), a,, Kr ), donde sdlo aparecen los términos
de coeficiente diferente de cero y donde se cumple, por ejemplo, que k; < ki, 1.

Es obvio que las constructoras generadoras exhiben ciertas interrelaciones; asi, el polinomio
p(x) = 8x puede representarse, entre otros, mediante los términos afadir(cero, 8, 1),
afadir(afhadir(cero, 8, 1), 0, 5), anadir(afiadir(cero, 3, 1), 5, 1) y anadir(afadir(cero, 5, 1), 3, 1),
aunque estén construidos con monomios diferentes, los tengan en diferente orden, o
presenten monomios de coeficiente cero. Estas propiedades dan lugar a las ecuaciones:

1) afadir(aiadir(p, a;, n4), a,, N,) = afadir(afiadir(p, a,, N,),as, N4)
2) afiadir(afadir(p, ay, n), a,, n) = afadir(p, ENTERO.suma(ay, a,), n)'"'?
3) ahadir(p, ENTERO.cero, n) = p

Para demostrar la correccion de estas ecuaciones, se podria establecer una biyeccién entre
el subconjunto del algebra cociente de términos resultado de agrupar los términos de
género poli construidos sobre la signatura de los polinomios y Z[X].

Por ultimo, se especifica la operacion evaluar respecto a las constructoras generadoras, es

" Cuando a una operacion como suma la precede un nombre de universo como ENTERO, se esta
explicitando, por motivos de legibilidad, en qué universo esta definida la operacion.

2 A lo largo del ejemplo, el universo ENTERO define los enteros con las operaciones necesarias.
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decir, se evalla cada monomio sobre el punto dado (se eleva a la potencia y el resultado se
multiplica por el coeficiente), y se suman los resultados parciales:

4) evaluar(cero, b) = ENTERO.cero
5) evaluar(afadir(p, a, n), b) =
ENTERO.suma(avaluar(p, b), ENTERO.mult(ENTERO.eleva(b, n)))

Para seguir con el gjercicio, se enriquece la especificacion con algunas operaciones mas:

coeficiente: poli nat — entero
suma, mult: poli poli — poli

donde la operacion coeficiente devuelve el coeficiente asociado a un término de exponente
dado dentro un polinomio, y suma y mult se comportan como su nombre indica. Una primera
version de la especificacion de la operacién coeficiente podria ser:

6) coeficiente(cero, n) = ENTERO.cero
7) coeficiente(afadir(p, a, n), n) = a
8) [-NAT.ig(n4, ny)] = coeficiente(anadir(p, a, ny), ny) = coeficiente(p, ny)

Es decir, se examinan los monomios que forman el término hasta encontrar el que tiene el
exponente dado, y se devuelve el coeficiente asociado; en caso de que no aparezca, la
operacion acabara aplicandose sobre el término cero, y dara 0. Esta versién, no obstante,
presenta una equivocacién muy frecuente en la construccidon de especificaciones: la
ecuacion esta disefiada para aplicarse sobre representantes candnicos, pero no se comporta
correctamente al aplicarse sobre cualquier otro término. Asi, el coeficiente del monomio de
exponente 1 de los términos anadir(afiadir(cero, 3, 1), 5, 1) y ahadir(cero, 8, 1) (que son
demostrablemente equivalentes) puede ser diferente en funcién del orden de aplicacién de
las ecuaciones. La conclusion es que, al especificar cualquier operacion de una signatura, no
se puede suponer nunca que los términos utilizados en las ecuaciones son candnicos;
dicho de otra manera, no es licito suponer que las ecuaciones de una signatura se aplicaran
en un orden determinado (excepto las ecuaciones de error). En este caso, hay que buscar
por todo el término los diversos anadir del exponente dado y sumarlos:

7) coeficiente(afadir(p, a, n), n) = ENTERO.suma(a, coeficiente(p, n))

La especificacion de la suma de polinomios es:

9) suma(cero, p) =p
10) suma(anadir(g, a, n), p) = ahadir(suma(q, p), a, n)

Es decir, se afiaden los monomios del primer polinomio sobre el segundo; las cuestiones
relativas al orden de escritura, a la existencia de diversos monomios para un mismo
exponente y de monomios de coeficiente cero no deben tenerse en cuenta, porque las
ecuaciones impurificadoras ya las tratan. Notemos que no es necesario descomponer el
segundo pardmetro en funcion de las constructoras generadoras, porque el uso de una
variable permite especificar lo mismo con menos ecuaciones.
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Finalmente, la especificacion de la multiplicacidon puede realizarse de diferentes maneras; la
mas sencilla consiste en introducir una operacién auxiliar mult_un: polientero nat — poli que
calcula el producto de un monomio con un polinomio, de manera que la multiplicacién de
polinomios consiste en aplicar mult_un reiteradamente sobre todos los monomios de uno
de los dos polinomios, y sumar la secuencia resultante de polinomios:

11) mult(cero, p) = cero
12) mult(afadir(q, a, n), p) = POLlL.suma(mult(g, p), mult_un(p, a, n)

13) mult_un(cero, a, n) = cero
14) mult_un(afadir(p, a4, ny), as, ny) =
anadir(mult_un(p, a,, ny), ENTERO.mult(a4, a,), NAT.suma(n4, ny))

Una segunda posibilidad no precisa de la operacion privada, pero a cambio exige
descomponer mas los parametros:

11) mult(cero, p) = cero
12) mult(ahadir(cero, a, n), cero) = cero (también mult(p, cero) = cero)
13) mult(ahadir(cero, a4, n4), ahadir(q, a,, n,) =
anadir(mult(ahadir(cero, a4, ny), q), mult(ay, a5), suma(n4, n,))
14) mult(ahadir(anadir(q, a4, ny), as, Ny), p) =
suma(mult(afiadir(q, a4, ny), p), mult(anadir(cero, a,, ny), p))

En realidad, se sigue la misma estrategia, pero en vez de la operacién auxiliar se explicita el
caso anadir(cero, a, n), de manera que se especifica mult respecto a términos sin ningun
monomio, términos con un Unico monomio y términos con dos 0 mas monomios. Notemos
que el resultado es mas complicado que la anterior version, lo que confirma que el uso de
operaciones auxiliares adecuadas simplifica frecuentemente la especificacion resultante.

b) Secuencias
Se propone la especificacion del TAD de las secuencias o cadenas de elementos
provenientes de un alfabeto: dado un alfabeto V ={ay, ..., a,}, las secuencias V* se definen:
-Ae V™.
-Vs:seV*: VviveV: v.s,s.v eV*,

A representa la secuencia vacia, mientras que el resto de cadenas se pueden considerar
como el afiadido de un elemento (por la derecha o por la izquierda) a una cadena no vacia.

En la fig. 1.18 se da una especificacidon para el alfabeto; como no hay ninguna ecuacién
impurificadora, todas las constantes denotan valores distintos del conjunto base del modelo
inicial; se requiere una operacion de igualdad para comparar los elementos. Por lo que
respecta las cadenas, se propone una signatura de partida con las siguientes operaciones:
A, la cadena vacia; [v], que, dado un elemento v, lo transforma en una cadena que sdlo
consta de v; v.c, que anade por la izquierda el elemento v a una cadena c; c4.Cy, que
concatena dos cadenas ¢4 Yy C, (es decir, coloca los elementos de ¢, a continuacién de los
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elementos de c4); licll, que devuelve el numero de elementos de la cadena c;y vec, que
comprueba si el elemento v aparece o no en la cadena c. A la vista de esta signatura, queda
claro que hay dos conjuntos posibles de constructoras generadoras, {A, _._}y {A, [_], _._}.
La fig. 1.19 muestra las especificaciones resultantes en cada caso, que indican claramente la
conveniencia de seleccionar el primer conjunto, que es puro; con éste, el representante
canonico es de la forma v4.v,. ... .v,. A, que abreviaremos por v4Vs ... vV, cuando convenga.

universo ALFABETO es
usa BOOL
tipo alf
opsay, ..., a, — aff
_=_:alfalf - bool
ecns (a; =a4) = cierto; (a; =a,) = falso; ...
funiverso

Fig. 1.18: especificacion del alfabeto.

universo CADENA es

usa ALFABETO, NAT, BOOL

tipo cadena

ops
A: — cadena
[_]: alf — cadena
_._: alf cadena — cadena
_._: cadena cadena — cadena
[I_Il: cadena — nat
_e_: alf cadena — bool

funiverso
1) [vV]=v.A 1)A.c=c
2)A.c=cC 2)c.A=cC
3) (V.C1) « Co=V.(C1 . Cp) 3)(Ci-Co). C3=Cqu (Cou C3)
4) lIMl = cero 4)v.c =[v].Cc
5) liv.cll = suc(licll) 5)IIAll=0
6) ve A = falso 6) Il [v] Il = suc(cero)
7) v4€ (Vo.C) = (V4 = Vo) Vv V4€C 7) licy . coll =sumaf(llcqll, lie,ll)

8) ve A =falso
9) vie[Vo] = (V1 =Vy)
10) VE(C1 . Cz) =VECyV VEC)

Fig. 1.19: signatura (arriba) y especificacion (abajo) de las cadenas con los dos conjuntos
posibles de constructoras generadoras: {A, _._} (izquierda) y {A,[_], _ . _} (derecha).
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A continuacion se incorporan diversas operaciones a la signatura inicial. Para empezar, se
afade una operacién de comparacién de cadenas, _=_: cadena cadena — bool, cuya
especificacion respecto del conjunto de constructoras generadoras es sencilla (no lo seria
tanto respecto el conjunto que se ha descartado previamente):

8) (A =) =cierto 9) (v.c=A) =fals
10) (A = v.c) = falso 11) (V1.C1 =V2.Co) = (V1 = Vo) A (C1 =Cp)

Una operacion interesante sobre las cadenas es i_ésimo: cadena nat — alf, que obtiene el
elemento i-ésimo de la cadena definido como i_ésimo(vy...Vi.q Vi Vi41...Vy, i) = v;. Primero, se
controlan los errores de pedir el elemento que ocupa la posicién cero 0 una posicion mayor
que la longitud de la cadena:

12) error [(llcll < i) v (NAT.ig(i, cero))] = i_ésimo(c, i)'

Para el resto de ecuaciones, notemos que el elemento i-ésimo no es el que se ha insertado
en i -ésima posicion en la cadena, sino que el orden de insercidn es inverso a la numeracion
asignada a los caracteres dentro de la cadena; por ello, las ecuaciones resultantes son:

13) i_ésimo(v.c, suc(cero)) = v
14) i_ésimo(v.c, suc(suc(i))) = i_ésimo(c, suc(i))

Destacamos que la operacién ha sido especificada, no sélo respecto a las constructoras
generadoras de cadena, sino también respecto a las constructoras generadoras de nat,
distinguiendo el comportamiento para el cero, el uno y el resto de naturales.

Introducimos ahora la operacion rotar_dr: cadena — cadena para rotar los elementos una
posicion a la derecha, rotar_dr(vy...v,.4V,) =V4Vy...Vh.q; €N vez de especificarla respecto a A y
_._, Se incorpora una nueva operacion privada para afadir elementos por la derecha, de
signatura _._: cadena alf — cadena (la sobrecarga del identificador _._ no provoca ningun
problema), que define un nuevo conjunto de constructoras generadoras; la especificacion
de rotar_dr respecto este nuevo conjunto es:

15) rotar_dr(A)=A
16) rotar_dr(c.v) = v.c

Es decir, y este es un hecho realmente importante, no es obligatorio especificar todas las
operaciones del tipo respecto al mismo conjunto de constructoras generadoras. Es mas, en
realidad no es obligatorio especificar las operaciones respecto a un conjunto de
constructoras generadoras, sino que sélo hay que asegurarse que cada operacion se
especifica respecto a absolutamente todos los términos posibles del dlgebra de términos;
ahora bien, siendo la especificacion que usa las constructoras generadoras una manera clara
y sencilla de conseguir este objetivo, se sigue esta estrategia siempre que sea posible.

'3 Suponemos que los naturales definen las operaciones de comparacién que se necesiten.
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La especificacion de la operacion privada queda:

17) Av=V.A
18) (V1 .C).V2 =Vy .(C.Vz)

Consideramos a continuacion la funcion medio: cadena — alf, que devuelve el elemento
central de una cadena. Aplicando el razonamiento anterior, en vez de especificarla respecto a
las contructoras generadoras, se hace un estudio por casos segun la longitud de la cadena
(0, 1, 2 o mayor que 2), y el ultimo caso se expresa de la manera mas conveniente. La
especificacion del comportamiento de la operacién respecto a todos estos casos garantiza
que el comportamiento de medio esta definido para cualquier cadena:

19) error medio(\) 21) medio(v4.A.v,) =V, (0 bien vy)
20) medio([v]) = v 22) [llcll > cero] = medio(v4.c.v,) = medio(c)

En la ecuacién 22 es necesario proteger con la condicion, de lo contrario, dada una cadena
de dos elementos se podria aplicar tanto 21 como 22, y se provocaria error en este caso.

Para aquellas operaciones que, como rotar_dr y medio, se han especificado sin seguir el
método general, puede ser conveniente demostrar que su definicién es correcta. Para ello,
aplicaremos la técnica empleada en el apartado 1.2.4 para verificar la correccion de la suma
segun se explica a continuacién. Sea {A, _._} el conjunto de operaciones constructoras
generadoras, siendo _._ la operacion de afadir un caracter por la izquierda. Ya se ha dicho
que este conjunto es puro, y es posible establecer una biyeccién entre el conjunto de base
de las cadenas en el algebra cociente y el modelo matematico de las cadenas. Para
demostrar la correccion de rotar_dr y medio, debe comprobarse que:

rotar_drq([Vn - Vo« v - Vo Vi AD) =[V4.Vy.Vpge oo 2 Vol Al
mediog([ A]) = [erroryy], y
mediOQ([Vn Va1 e VgL 7\1]) = [VL(n+1)/2J], n>0

significando el subindice "g" la interpretacion de la operacion en el algebra cociente. Ambas
demostraciones se desarrollan con la ayuda de un lema que demuestra la equivalencia de los
afadidos por la derecha y por la izquierda si se aplican en el orden correcto.

Lema. Todo término representando una cadena no vacia de laforma v,,. Vp.q. ... . Vs .Vq.A,
n > 0, es equivalente por las ecuaciones al término v,, . Vp.1 . ... . Vo. A . V.

Demostracién. Por induccion sobre n.
n = 1. Queda el término v, . A, que es igual a A . v, aplicando la ecuacién 17.

n = k. Hipétesis de induccion: vy . vi_1. ... .vq.Asetransformaen vy .viq. ... .Vo. A .Vq.

n = k+1. Debe demostrarse que t=v,,¢ . V¢ . ... . v4.A cumple el lema. Ello es inmediato
ya que puede aplicarse la hipétesis de induccion sobre el subtérmino to=vy . ... . v4.A,
obteniendo t; = v, . Vi1 . ... . A . vy. Sustituyendo t, por t; dentro de t se obtiene el
término vy, . Vi . Vg - - - A . V4, que cumple el enunciado del lema.
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Teorema. Todo término de la forma rotar_dr(v,, . Vo4 . ... . V> .Vq. L) es equivalente por las
ecuaciones al término vy . vy . Vo4 . ... . Vo.A.

Demostracién. Por analisis de casos sobre n.

n = 0. El término es rotar_dr(A), que se transforma en A aplicando 15, y se cumple el
enunciado.

n>0.Seat=rotar_dr(v,. V1. ... . Vo .Vq.A).Comon >0, seaplicaellemayt queda
igual a rotar_dr(v, . Vpq . ... - Vo .A . Vvq). A continuacion, se aplica la ecuacién 16 con
C=V,.Vpq. .. .Vo .Ayquedat=vy{.V,.V,q. ... .Vo.A, COMO Se queria demostrar.

Teorema. Todo término de la forma medio(v,, . v,y . ... . Vy . A) es equivalente por las
ecuaciones al término V| .1y 2 si n > 0, 0 bien es un error sin = 0.

Demostracion. Por andlisis de casos sobre n.
n = 0. El término es de la forma medio( 1), que es igual al error de tipo alf aplicando 19.

n > 0. Por induccién sobre n.
n = 1. Queda el término medio(v; . A) , que es igual a v4 aplicando 20. Como la
expresion | (n+1) / 2 Jvale 1 con n =1, se cumple el enunciado.

n = k. Hipotesis de induccion: medio(v . Vi.1 . ... . V1. ) se transforma en V| .1y 2.

n =k+1. Debe demostrarse que t =medio(vy,q - Vx - ... . vy .A) cumple el teorema.
Es necesario primero aplicar el lema sobre el subtérmino vi,q .Vg. ... . Vo. Vv{. A (IO
que es posible ya que k+1 > 0), resultando en vi,1 . Vg . ... .Vo.A . Vvy. Si
reescribimos t con esta sustitucion y con el cambio w; = v;,4, obtenemos el término
t=medio(w . W1 . ... .Wq.A .vq). A continuacidn, deben distinguirse dos casos:

k = 1: queda t = medio(w; . A . v4), con lo que se aplica la ecuacion 21 y se
obtiene v, que cumple el enunciado ya quel (n+1) / 2 J=L (k+1+1) /2 ]=1.

k > 1: se aplica la ecuacion 22 sobre el término t mediante la asignacion
C= Wyq . ... .Wyq. A, cuya longitud licll es mayor que O (por lo que se cumple la
premisa de la ecuacidn), resultando en t = medio(wy,.y . ... . wy; . A). A
continuacion, se aplica la hipdtesis de induccion y se obtiene w >, que al
deshacer el cambio se convierte en Vo], 1=V (ks+2) 2] = V| (k+1)+1/2)s Y S€ CUmple
el enunciado del teorema.

1.5.2 Especificacion de una tabla de simbolos

Durante la compilacién de un programa es necesario construir una estructura que asocie a
cada objeto que en él aparece, identificado con un nombre, un cierto nimero de
caracteristicas, como su tipo, la direccién fisica en memoria, etc. Esta estructura se denomina
tabla de simbolos (ing., symbol table) y se construye a medida que se examina el texto
fuente. Su estudio es interesante tanto desde el punto de vista clasico de la implementacion
como desde la vertiente ecuacional. Diversos tipos de lenguajes pueden exigir tablas que
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presenten caracteristicas ligeramente diferentes; en este apartado nos referimos a un caso
concreto: la especificacion de una tabla de simbolos para un lenguaje de bloques.

Los lenguajes de bloques, como Pascal o C, definen ambitos de existencia para los objetos
que corresponden a los diferentes bloques que forman el programa principal y que
normalmente se asocian a la idea de subprograma; como los bloques pueden anidarse, el
lenguaje ha de definir exactamente las reglas de visibilidad de los identificadores de los
objetos, de manera que el compilador sepa resolver posibles ambigiiedades durante la
traduccién del bloque en tratamiento, que denominaremos bloque en curso. Normalmente,
las dos reglas principales son: a) no pueden declararse dos objetos con el mismo nombre
dentro del mismo bloque y, b) una referencia a un identificador denota el objeto mas cercano
con este nombre, consultando los bloques de dentro a fuera a partir del bloque en curso.
Bajo estas reglas, se propone la siguiente signatura para el tipo ts de las tablas de simbolos,
donde cadena representa el género de las cadenas de caracteres (con la especificacion que
hemos definido en el punto anterior) y caracts representa las caracteristicas de los objetos:

crea: —1s, crea la tabla vacia, siendo el programa principal el bloque en curso

entra: ts —ts, registra que el compilador entra en un nuevo bloque

sal: ts — s, registra que el compilador abandona el bloque en curso; el nuevo bloque en
curso pasa a ser aquel que lo englobaba

declara: ts cadena caracts — ts, declara dentro del bloque en curso un objeto identificado
por la cadena y con las caracteristicas dadas

consulta: ts cadena — caracts, devuelve las caracteristicas del objeto identificado por la
cadena dada, correspondientes a su declaracion dentro del bloque méas préximo que
englobe el bloque en curso

declarado?: ts cadena — bool, indica si la cadena identifica un objeto que ha sido
declarado dentro del bloque en curso

En la fig. 1.20 se presenta un programa Pascal y la tabla de simbolos T -asociada, justo en el
momento en que el compilador estd en el punto writeln(c); como caracteristicas se dan la
categoria del identificador, su tipo (si es el caso) y su dimension; la raya gruesa delimita los
dos bloques existentes, el programa principal y el bloque correspondiente al procedimiento
Q en curso. En esta situacion, consulta(T, a) devuelve la descripcion de la variable local a,
que oculta la variable global a, mientras que consulta(T, b) devuelve la descripcion de la
variable global b. La variable global a volvera a ser visible cuando el compilador salga del
bloque Q.

Aplicando el método, primero se eligen las operaciones constructoras generadoras. Ademas
de la operacion crea, esté claro que declara también es constructora generadora, ya que es
la Unica operacién que permite declarar identificadores dentro de la tabla. Ademas, la tabla de
simbolos necesita incorporar la nocion de bloque vy, por ello, es necesario tomar como
constructora generadora la operacion entra. Con este conjunto minimo de tres operaciones
se puede generar cualquier tabla de simbolos, eso si, hay dos interrelaciones claras que se
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program P; P |program 10230
var a, b: integer;
a var int 1024
procedure Q (c: integer);
var a, d: real; b var int 1026
begin Q | proc 10500
writeln(c)
end: c | param | int 1028
begin a var real 1030
Q(a)

d var real 1032

Fig. 1.20: un programa Pascal y su tabla de simbolos asociada.

deben explicitar: dentro de un mismo bloque, es un error repetir la declaracion de un
identificador y, ademas, no importa el orden de la declaracién de identificadores:

1) error [declarado?(t, id)] = declara(i, id, c)
2) declara(declara(t, id4, ¢4), ids, C5) = declara(declara(t, id,, ¢,), id4, ¢¢)

La operacion sal ha de eliminar todas las declaraciones realizadas en el bloque en curso, y
por eso se obtienen tres ecuaciones aplicando directamente el método:

3) error sal(crea) 4) sal(entra(t)) =t 5) sal(declara(t, id, c)) = sal(t)

Se ha considerado un error intentar salir del programa principal. Notemos que 4 realmente se
corresponde con la idea de salida del bloque, mientras que 5 elimina todos los posibles
identificadores declarados en el bloque en curso.

Por lo que a consulta se refiere, el esquema es idéntico; la busqueda aprovecha que la
estructura en bloques del programa se refleja dentro del término, de manera que se para al
encontrar la primera declaracion:

6) error consulta(crea, id)

7) consulta(entra(t), id) = consulta(t, id)

8) consulta(declara(t, id, c), id) = ¢

9) [~ (id4 = id,)] = consulta(declara(t, idy, ¢4), idy) = consulta(t, id,)

Por ultimo, declarado? no presenta mas dificultades:

10) declarado?(crea, id) = falso 11) declarado?(entra(t), id) = falso
12) declarado?(declara(t, id4, c¢), id,) = (id4 = id,) v declarado?(t, id,)
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1.5.3 Especificacion de un sistema de reservas de vuelos

Se quiere especificar el sistema de reservas de vuelos de la compaiia "Averia". Se propone
una signatura que permita afadir y cancelar vuelos dentro de la oferta de la compafia, realizar
reservas de asientos y consultar informacién diversa; en concreto, las operaciones son:

crea: — averia, devuelve un sistema de reservas sin informacion

afnade: averia vuelo — averia, anade un nuevo vuelo al sistema de reservas

reserva: averia vuelo pasajero — averia, registra una reserva hecha por un pasajero dentro
de un vuelo determinado; no puede haber mas de una reserva a nombre de un
pasajero en un mismo vuelo

cancela: averia vuelo — averia, anula un vuelo del sistema de reservas; todas las reservas
de pasajeros para este vuelo, si las hay, han de ser eliminadas

asiento?: averia vuelo pasajero — nat, determina el nimero de asiento asignado a un
pasajero dentro de un vuelo; se supone que esta asignacion se realiza por orden de
reserva, y que los asientos se numeran en orden ascendente a partir del uno; devuelve
0 si el pasajero no tiene ninguna reserva

lista: averia — cadena_vuelos, obtiene todos los vuelos en orden de hora de salida

a_suspender: averia aeropuerto — cadena_vuelos, dado un aeropuerto, proporciona la
lista de todos los vuelos que se dirigen a este aeropuerto

Supondremos que los tipos vuelo, aeropuerto, hora, pasajero y nat, especificados en los
universos VUELO, AEROPUERTO, HORA, PASAJERO y NAT, respectivamente, disponen
de operaciones de comparacion ig; ademas, el universo VUELO presenta las operaciones:

origen?, destino?: vuelo — aeropuerto, da los aeropuertos del vuelo
hora_salida?: vuelo — hora, da la hora de salida del vuelo
capacidad?: vuelo — nat, da el nimero maximo de reservas que admite el vuelo

Las cadenas de vuelos tendran las operaciones sobre cadenas vistas en el punto 1.5.1.

El sistema de vuelos necesita informacion tanto sobre vuelos como sobre reservas; por ello,
son constructoras generadoras las operaciones afade y reserva, y también la tipica crea. Se
debe ser especialmente cuidadoso al establecer los errores que presentan estas
operaciones: afadir un vuelo repetido, reservar dentro un vuelo que no existe, reservar para
un pasajero mas de un asiento en el mismo vuelo y reservar en un vuelo lleno. Hay también
varias relaciones conmutativas:

1) error [existe?(s, v)] = afiade(s, v)
2) error [ existe?(s, v) v lleno?(s, v) v = ig(asiento(s, v, p), 0)] = reserva(s, v, p)
3) anade(afade(s, v4), Vo) = anade(ahade(s, vs), v4)
4) [WVUELO.ig(v4, vo)] = reserva(reserva(s, v¢, p1), Vo, P2) =
reserva(reserva(s, Vo, Po), V1, P1)
5) [FVUELO.ig(v4, v5)] = ahade(reserva(s, vy, p), Vo) = reserva(anade(s, v»), vy, p)
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Para expresar estas relaciones hemos introducido dos operaciones auxiliares:

privada lleno?: averia vuelo — bool, comprueba si el vuelo no admite mas reservas
6) lleno?(s, v) = NAT.ig(cuenta(s, v), VUELO.capacidad(v))

privada existe?: averia vuelo — bool, comprueba si el vuelo ya existia
7) existe?(crea, v) = falso

8) existe?(afade(s, v4), Vo) = VUELO.ig(v4, Vo) v existe?(s, Vo)

9) existe?(reserva(s, vy, p), Vo) = existe?(s, vo)

La operacion cuenta: averia vuelo — nat da el nimero de reservas realizadas en el vuelo y se
especifica mas adelante, asi como el resto de operaciones.

a) cancela
Ademas del error de cancelar en un vuelo no existente, el comportamiento de cancela
depende de si el vuelo que se anula es el mismo que se esta examinando o no; en el primer
caso, desaparece la informacién sobre el vuelo, y en el segundo caso debe conservarse:

10) error cancela(crea, v)

11) cancela(anade(s, v), v) = s

12) [-VUELO.ig(v4, v,)] = cancela(ahade(s, v4), v,) = ahade(cancela(s, V), v1)

13) cancela(reserva(s, v, p), v) = cancela(s, v)

14) [-VUELO.ig(v4, v»)] = cancela(reserva(s, v4, p), Vo) = reserva(cancela(s, v»), V4, p)

Notemos que la segunda ecuacion no precisa controlar posibles repeticiones del vuelo
dentro del término, porque en este caso habrian actuado las ecuaciones de error.

b) asiento?
Para especificar esta operacion, notemos que el orden de numeracién de los asientos es
inverso al orden de exploracion del término; lo que debe hacerse, pues, es saltar todas las
reservas realizadas posteriormente y contar las reservas del mismo vuelo que todavia
quedan.

asiento?
orden — | T~
de reserva v p1
exploracion | ™~
reserva v p3
reserva \|/ ™~
afade \|/ orden
/ \ de
crea \ numeracion

Fig. 1.21: relacion entre la numeracion y la exploracién de las reservas.
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Es decir, la operacion ha de cambiar de comportamiento al encontrar la reserva; por ello,
usamos la operacién privada cuenta ya introducida, y comparamos si los vuelos y los
pasajeros que se van encontrando en el término son los utilizados en la operacién
(controlando su existencia):

15) error asiento?(crea, v, p)
16) [VUELO.ig(v4, v»)] = asiento?(anade(s, v4), Vo, p) = cero
17) [-VUELO.ig(v4, v5)] = asiento?(afade(s, v4), Vo, p) = asiento?(s, vy, p)
18) asiento?(reserva(s, v, p), v, p) = suc(cuenta(s, v))
19) [~(VUELO.ig(v4, vo) A PASAJERO.ig(p1, po))] =
asiento?(reserva(s, vy, p1), Vo, P2) = asiento?(s, v, p,)

La especificacion de cuenta es realmente sencilla: se incrementa en uno el resultado de la
funcidn siempre que se encuentre una reserva en el vuelo correspondiente:

20) error cuenta?(crea, v)

21) cuenta(anade(s, v), v) = cero

22) [AVUELO.ig(v4, vo)] = cuenta(afade(s,v4), Vo) = cuenta(s, Vo)

23) cuenta(reserva(s, v, p), v) = suc(cuenta(s, v))

24) [WVUELO.ig(v4, vo)] = cuenta(reserva(s, v4, p), Vo) = cuenta(s, vs)

c) lista
La resolucidn presenta diversas alternativas; por ejemplo, se puede considerar la existencia
de una operacion de ordenacion sobre las cadenas, ordena (que queda como ejercicio para
el lector), y entonces escribir la especificacion de lista como:

lista(s) = ordena(enumera(s))
donde enumera es una operacion auxiliar del sistema de vuelos que los enumera todos:

privada enumera: averia — cadena_vuelos
25) enumera(crea) = A

26) enumera(reserva(s, v, p)) = enumera(s)
27) enumera(afade(s, v)) = v . enumera(s)

d) a_suspender
No hay ninguna situacion especial; si el sistema de reservas esta vacio, devuelve la cadena
vacia, y el resultado sdlo se modifica al encontrar un vuelo con el mismo aeropuerto destino:

28) a_suspender(crea, a) = A

29) [AEROPUERTO.ig(a, VUELO.destino?(v))] =
a_suspender(afade(s, v), a) = v . a_suspender(s, a)

30) [FAEROPUERTO.ig(a, VUELO.destino?(v))] =
a_suspender(anade(s, v), a) = a_suspender(s, a)

31) a_suspender(reserva(s, v, p), a) = a_suspender(s, a)
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1.6 Estructuracion de especificaciones

Hasta ahora, nos hemos centrado en la construccion de especificaciones simples, universos
dentro los cuales se definen todos los géneros que forman parte de la especificacién; es
obvio que se necesitan mecanismos que permitan estructurar estos universos para poder
especificar aplicaciones enteras como la composicion de especificaciones mas simples.

Hay varios lenguajes de especificacion que definen mecanismos de estructuracion. Las
primeras ideas fueron formuladas por R.M. Burstall y J.A. Goguen en "Putting Theories
together to make Specifications" (Proceedings of 5th International Joint Conference on
Artificial Intelligence, Cambridge M.A., 1977), y dieron como resultado el lenguaje CLEAR
por ellos desarrollado. Hay otros lenguajes igualmente conocidos: OBJ (inicialmente
definido por el mismo J.A. Goguen), ACT ONE (desarrollado en la Universidad de Berlin y
descrito en [EhM85]), etc. En Merli se incorporan las caracteristicas mas interesantes de
estos lenguajes, si bien aqui sélo se definen las construcciones que son estrictamente
necesarias para especificar los TAD que en él aparecen. Debe destacarse la ausencia de
construcciones relativas a la orientacién a objetos (principalmente, un mecanismo para
declarar subtipos) porque su inclusidon aumentaria la complejidad de este texto y no es
imprescindible para el desarrollo de los temas.

1.6.1 Uso de especificaciones

Mecanismo necesario para usar desde una especificacion los géneros, las operaciones y las
ecuaciones escritos en otra; se puede considerar una simple copia literal. Si la especificacion
SPEC, =(S4, OP4, E4) usa la especificacion SPEC, = (S,, OP,, E,), se puede decir de forma
equivalente que SPEC; = (SyuS,, OP;uUOP,, E{UE,) (considerando la unién de un
A-conjunto y un B-conjunto como un AuB-conjunto). La relacion de uso es transitiva por
defecto: si A usa By B usa C, A estd usando C implicitamente; ahora bien, esta dependencia
se puede establecer explicitamente para favorecer la legibilidad y la modificabilidad.
Alternativamente, la palabra "privado" puede preceder al nombre del universo usado, con lo
que se evita la transitividad (dicho de otra manera, el uso introduce los simbolos de SPEC,
como privados de SPEC;,, el cual no los exporta).

En el apartado 1.3.1 ya se introdujo este mecanismo como una herramienta para la definicién
de nuevos TAD que necesiten operaciones y géneros ya existentes; por ejemplo, para
definir el TAD de los naturales con igualdad se usa el TAD de los booleanos, que define el
género bool y diversas operaciones. Normalmente, un universo declara un unico tipo
nuevo, denominado tipo de interés.

Otra situacion comun es el enriquecimiento (ing., enrichment) de uno o varios tipos
afadiendo nuevas operaciones. Un escenario habitual es la existencia de una biblioteca de
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universos donde se definen algunos TAD de interés general que, como seran manipulados
por diferentes usuarios con diferentes propdsitos, incluyen el maximo numero de
operaciones posible que no estén orientadas hacia ninguna utilizacién particular. En una
biblioteca de este estilo se puede incluir, por ejemplo, un TAD para los conjuntos con
operaciones habituales (v. fig. 1.22, izq.). En una aplicacion particular, no obstante, puede
ser necesario definir nuevas operaciones sobre el tipo; por ejemplo, una que elimine del
conjunto todos los elementos mayores que cierta cota. Es suficiente con escribir un nuevo
universo que, ademas de las operaciones sobre conjuntos de la biblioteca, también ofrezca
esta operacion (v. fig. 1.22, derecha); cualquier universo que lo use, implicitamente esta
utilizando CJT_NAT por la transitividad de los usos.

universo CJT_NAT es universo MI_CJT_NAT es
usa NAT, BOOL usa CJT_NAT, NAT, BOOL
tipo cjt_nat ops
ops J: — cjt_nat filtra: cjt_nat nat — cjt_nat
{_}: nat — cjt_nat ecns...
elige: cjt_nat — nat funiverso
_U_, _N_, ....cjt_nat cjt_nat — cjt_nat
ecns...
funiverso

Fig. 1.22: especificacion de los conjuntos de naturales (izq.) y un enriquecimiento (der.).

1.6.2 Ocultacion de simbolos

Asi como el mecanismo de uso se caracteriza por hacer visibles los simbolos residentes en
una especificacion, es util disponer de una construccion complementaria que se ocupe de
ocultar los simbolos de una especificacion a todas aquéllas que la usen. De esta manera, los
especificadores pueden controlar el &mbito de existencia de los diferentes simbolos de un
universo en las diversas partes de una aplicacion, y evitar asi usos indiscriminados.

Hay varias situaciones en las que la ocultacién de simbolos es util; una de ellas es la
redefinicion de simbolos, que consiste en cambiar el comportamiento de una operacion. En
la fig. 1.23, se redefine la operacion elige introducida en el universo CJT_NAT de la fig. 1.22
por otra del mismo nombre que escoge el elemento mas grande del conjunto; para ello, se
oculta la operacion usada y, a continuacion, se especifica la operacion como si fuera nueva.
Cualquier uso del universo MI_CJT_NAT contempla la nueva definicién de elige.

Otra situacion consiste en restringir el conjunto de operaciones validas sobre un TAD. En el
capitulo 3 se especifican de forma independiente los tipos de las pilas y las colas, ambos
variantes de las secuencias vistas en la seccién anterior. Una alternativa, que queda como
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ejercicio para el lector, consiste en especificar ambos tipos a partir de un TAD general para las
secuencias, restringiendo las operaciones que sobre ellos se pueden aplicar: inserciones,
supresiones y consultas siempre por el mismo extremo en las pilas, e inserciones por un
extremo y supresiones y consultas por el otro, en las colas.

universo MI_CJT_NAT es
usa CJT_NAT, NAT, BOOL
esconde elige
ops elige: ¢jt_nat — nat
error elige(Q)
ecnselige({n}) =n; ...
funiverso

Fig. 1.23: redefinicion de la operacion elige de los conjuntos.

Por lo que respecta al modelo, los simbolos ocultados se pueden considerar parte de la
signatura privada usada para restringir el algebra cociente de términos segun se explica en el
apartado 1.4.2.

1.6.3 Renombramiento de simbolos

El renombramiento (ing., renaming) de simbolos consiste en cambiar el nombre de algunos
géneros y operaciones de un universo sin modificar su semdntica inicial (porque el algebra
inicial de una especificacion es una clase de algebras isomorfas, insensible a los cambios de
nombre). Se utiliza para obtener universos mas legibles y para evitar conflictos de tipo al
instanciar universos genéricos (v. apartado siguiente).

Por ejemplo, supongamos la existencia de un universo que especifique las tuplas de dos
enteros (v. fig. 1.24). Si en una nueva aplicacion se necesita introducir el TAD de los
racionales, hay dos opciones: por un lado, definir todo el tipo partiendo de la nada; por el
otro, aprovechar la existencia del universo DOS_ENTEROS considerando los racionales
como parejas de enteros numerador-denominador. En la fig. 1.25 (izq.) se muestra la
segunda opcion: primero, se renombra el género y las operaciones de las parejas de enteros
dentro del universo RAC_DEF vy, seguidamente, se introducen las operaciones del adlgebra
de los racionales que se crean necesarias, con las ecuaciones correspondientes, dentro del
universo RACIONALES. El proceso se puede repetir en otros contextos; asi, en la fig. 1.25
(derecha) se muestra la definicion de las coordenadas de un espacio bidimensional donde
se renombra el género, pero no las operaciones, de las parejas de enteros, por lo que las
operaciones de construccién y consulta de coordenadas tienen el mismo nombre que las
operaciones correspondientes de las parejas de enteros.
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universo DOS_ENTEROS es
usa ENTERO
tipo 2enteros
ops <_, _>: entero entero — 2enteros
_.Cq, _.Co: 2enteros — entero
ecnsV z4,z, € entero
<Z4,2Z5>.Cqy =2Z4; <Zq,Zp>.Co =2Z5
funiverso

Fig. 1.24: especificacion para las tuplas de dos enteros.

universo RAC_DEF es universo COORD_DEF es
usa DOS_ENTEROS usa DOS_ENTEROS
renombra renombra 2enteros por coord
2enteros porrac funiverso
<_,_>por_/_, _.c{pornum, _.coporden
funiverso
universo RACIONALES es universo COORDENADAS es
usa RAC_DEF usa COORD_DEF
ops ()1, -_:rac —>rac ops dist: coord coord — coord
_+, -, _* :racrac —rac ecns...
ecns ... funiverso
funiverso

Fig. 1.25: especificacion de los racionales (izq.) y de las coordenadas (derecha).

1.6.4 Parametrizacion e instanciacion

La parametrizacion permite formular una descripcidon genérica, que puede dar lugar a diversas
especificaciones concretas mediante las asociaciones de simbolos adecuadas. Por ejemplo,
sean dos especificaciones para los conjuntos de naturales y de enteros (v. fig. 1.26); se
puede observar que los universos resultantes son practicamente idénticos, excepto algunos
nombres (nat por entero, cjt_nat por cjt_ent), por lo que el comportamiento de las
operaciones de los conjuntos es independiente del tipo de sus elementos. Por esto, en vez
de especificar unos conjuntos concretos es preferible especificar los conjuntos de cualquier
tipo de elementos (v. fig. 1.27). Esta especificacion se llama especificacion parametrizada o
genérica (ing., parameterised o generic specification) de los conjuntos; los simbolos que
condicionan el comportamiento del universo genérico se llaman parametros formales (ing.,
formal parameter) y se definen en universos de caracterizacion, cuyo nombre aparece en la
cabecera del universo genérico. En el caso de los conjuntos, el parametro formal es el
género elem, que esta definido dentro del universo de caracterizacion ELEM.
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universo CJT_NAT es universo CJT_ENT es
usa NAT usa ENTER
tipo cjt_nat tipo cjt_ent
ops J: — cjt_nat ops @: — cjt_ent
_{_} cjt_nat nat — cjt_nat _U{_}: cjt_ent enter - cjt_ent
ecns Vsecjt_nat; Vn,menat ecns Vsecjt_ent; Vn,meenter
su{n}uf{n} = su{n} su{n}uf{n} = su{n}
su{nju{m} = su{mpu{n} su{nju{m} = su{mpu{n}
funiverso funiverso

Fig. 1.26: especificacion de los conjuntos de naturales y de enteros.

universo CJT (ELEM) es universo ELEM caracteriza
tipo cjt tipo elem
ops J: — cjt funiverso

_U{_}: citelem —cijt
ecns Vsecjt; Vn,me elem
su{n}u{n} = su{n}; su{nju{m} =su{m}u{n}
funiverso

Fig. 1.27: especificacion de los conjuntos genéricos (izq.) y
caracterizacion de los elementos (der.).

Para crear un universo para los conjuntos de naturales debe efectuarse lo que se denomina
una instancia (ing., instantiation o actualisation) del universo genérico (v. fig. 1.28), que
consiste en asociar unos parametros reales (ing., actual parameter) a los formales; por este
motivo, la instancia también se denomina paso de parametros (ing., parameter passing). La
clausula "instancia" indica que se crea un nuevo tipo a partir de la descripcion genérica dada
en CJT(ELEM) a través de la asociacion de nat a elem. Ademas, se renombra el simbolo
correspondiente al género que se habia definido, porque, de lo contrario, toda instancia de
CJT(ELEM) definiria un género con el mismo nombre; opcionalmente, y para mejorar la
legibilidad, se podria renombrar algun otro simbolo. El resultado de la instancia es idéntico a
la especificaciéon de los conjuntos de naturales de la fig. 1.26; ndtese, sin embargo, la
potencia del mecanismo de parametrizacion que permite establecer el comportamiento de
mas de un TAD en un unico universo.

universo CJT_NAT es
usa NAT
instancia CJT(ELEM) donde elem es nat
renombra cjt por cjt_nat

funiverso

Fig. 1.28: instancia de los conjuntos genéricos para obtener conjuntos de naturales.
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Este caso de genericidad es el mas simple posible, porque el parametro es un simbolo que
no ha de cumplir ninguna condicién; de hecho, se podria haber simulado mediante
renombramientos adecuados. No obstante, los parametros formales pueden ser simbolos
de operacién a los que se exija cumplir ciertas propiedades. Por ejemplo, consideremos los
conjuntos con operacion de pertenencia de la fig. 1.29; en este caso se introduce un nuevo
parametro formal, la operacién de igualdad _=_ sobre los elementos de género elem (no
confundir con el simbolo '=' de las ecuaciones). Es necesario, pues, construir un nuevo
universo de caracterizacion, ELEM_=, que defina el género de los elementos con operacion
de igualdad. Para mayor comodidad en posteriores usos del universo, se requiere también la
operacion _#_ definida como la negacidn de la igualdad; para abreviar, y dada la ecuacién que
define totalmente su comportamiento, consideraremos que _#_ se establecera
automaticamente a partir de _=_ en toda instancia de ELEM_=. Notemos que las ecuaciones
de _=_ no definen su comportamiento preciso, sino que establecen las propiedades que
cualquier parametro real asociado ha de cumplir (reflexividad, simetria y transitividad). Al
efectuar una instancia de CJT_e, sdlo se puede tomar como tipo base de los conjuntos un
género que tenga una operacion con la signatura correcta y que cumpla las propiedades
citadas; por ejemplo, la definicidon de los enteros de la fig. 1.14 no permite crear conjuntos de
enteros, porque no hay ninguna operacion que pueda desempefiar el papel de la igualdad,
mientras que si que lo permiten los naturales de la fig. 1.10 (v. fig. 1.30). Destaquemos por
ultimo que la instancia puede asociar expresiones (que representan operaciones anénimas)
a los parametros formales que sean operaciones, siempre y cuando cada expresion cumpla
las ecuaciones correspondientes.

universo CJT_e (ELEM_=) es universo ELEM_= caracteriza
usa BOOL usa BOOL
tipo cjt tipo elem
ops @: — cjt ops _=_,_#_:elemelem — bool
_u{_ ) citelem —cijt ecns Yv,v4,Vo,Vae elem
_e_: elem cjt — bool (v=v) =cierto
ecns Vsecjt; Vh,meelem [vi=Vvo] = (vo =v4) =cierto
su{nju{n} = su{n} [(v1=V2) A (Vo =V3)] = (vq =V3) = cierto
su{npu{m} = su{mpufn} (Vi #Vp) == (v4=Vy)
ne @ =falso funiverso
nesufmi=(n=m)v(nes)
funiverso

Fig. 1.29: especificacion de los conjuntos genéricos con operacion de pertenencia
(izquierda) y caracterizacion de sus elementos con la operacién de igualdad (derecha).

Destaquemos que tanto CJT_e como ELEM_= se podrian haber creado como

enriquecimientos de CJT y ELEM, respectivamente, con la clausula "usa". Precisamente, el
mecanismo de uso se ve afectado por la existencia de los universos de caracterizacion:
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universo CJT_e_NAT es
usa NAT
instancia CJT_e (ELEM_=) donde elem es nat, = es NAT.ig
renombra cjt por cjt_nat

funiverso

Fig. 1.30: instancia correcta de los conjuntos genéricos con operacion de pertenencia.

- Si un universo A de caracterizacion usa otro B de definicidn, todos los simbolos de B
estan incluidos en A, pero no son parametros. Es el caso de ELEM_= usando BOOL.

- Si un universo A de caracterizacion usa otro B, también de caracterizacién, todos los
simbolos de B estan incluidos en A y ademas se consideran parametros. Es el caso de
ELEM_= definido como enriquecimiento de ELEM.

- Un universo de definicidon no puede usar uno de caracterizacion.

La sintaxis introducida puede producir ambigiiedades en algunos contextos. Por ejemplo,
supongamos que queremos especificar los pares de elementos cualesquiera dentro de un
universo parametrizado y preguntémonos cdmo se pueden caracterizar los dos parametros
formales resultantes (los tipos de los componentes de los pares). Una primera opcién es
definir un universo de caracterizacion DOS_ELEMS que simplemente incluya los dos
géneros; otra posibilidad consiste en aprovechar la existencia del universo ELEM 'y repetirlo
dos veces en la cabecera, indicando que se necesitan dos apariciones de los parametros
que en él residen. Ahora bien, en este caso los dos parametros formales son indistinguibles:
¢,como referenciar el tipo de los primeros elementos si tiene el mismo nombre que el de los
segundos? Por ello, al nombre del universo de caracterizacién le debe preceder un
identificador, que después se puede usar para distinguir los simbolos, tal como se muestra
en la fig. 1.31; notemos que la instancia para definir los pares de enteros da como resultado
el mismo TAD especificado directamente en la fig. 1.24. En general, siempre se puede
preceder el nombre de un universo de caracterizacion de otro identificador, si se considera
que la especificacion resultante queda mas legible.

universo PAR (A, B son ELEM) es universo DOS_ENTEROS es
tipo par usa ENTERO
ops<_,_>:A.elem B.elem — par instancia PAR (A, B son ELEM) donde
_.Cq:par —> A.elem A.elem es entero, B.elem es entero
_.Co:par —> B.elem renombra par por 2enteros
€CNS <Vq, Vo>.Cy = Vq; <V4, Vo>.Co =V,  funiverso
funiverso

Fig. 1.31: especificacion de los pares de elementos (izq.) y una posible instancia (derecha).
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A veces, una instancia so6lo se necesita localmente en el universo que la efectia; en este
caso, la palabra clave "instancia" va seguida del calificativo "privada", indicando que los
simbolos definidos en el universo parametrizado no son exportables tras la instancia.

Estudiamos a continuacion el concepto de instancia parcial que generaliza el mecanismo de
genericidad presentado hasta ahora. Lo hacemos con un ejemplo de futura utilidad: los
conjuntos estudiados en esta seccion son conjuntos infinitos, sin ninguna restricciéon sobre
su capacidad; si posteriormente se implementan usando un vector dimensionado con un
maximo, y no tratamos ecuacionalmente esta limitacion sobre el modelo, obtenemos una
implementacion que contradice la especificacion. Para explicitar los requerimentos de
espacio, se incorpora al universo un nuevo parametro formal que dé el niumero maximo de
elementos que puede tener un conjunto, definiéndose dentro de un nuevo universo de
caracterizacion, VAL_NAT. El resultado aparece en la fig. 1.32; destaca la operacion
cuantos para contar el numero de elementos del conjunto, que ha de controlar siempre la
aparicién de repetidos. Se define una nueva operacion visible, lleno?, para que exista un
medio para saber si un conjunto esta lleno sin tener que provocar el error correspondiente.

universo CJT_e_ACOTADO (ELEM_=, VAL_NAT) es
usa NAT, BOOL
tipo cjt
ops J: — cjt
_U{_} citelem —cijt
_€_:elem cjt —» bool
lleno?: cjt — bool
privada cuantos: cjt — nat
error Vsecjt; Vne elem: [lleno?(s) A~ nes] = su{n}
ecns Vsecjt; Vn,me elem_cijt
su{n}ui{n} = su{n}; su{n}u{m}=su{miuin}
ne @ =falso; nesu{fm}=(m=n) v(n e s)
lleno?(s) = NAT.ig(cuantos(s), val)
cuantos(d) = cero
[ne s] = cuantos(su{n}) = cuantos(s)
[- nes] = cuantos(su{n}) = suc(cuantos(s))
funiverso

universo VAL_NAT caracteriza
usa NAT, BOOL
opsval: — nat
ecns val > cero = cierto
funiverso

Fig. 1.32: especificacion de los conjuntos acotados (arriba) y del parametro formal val (abajo).
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Ahora pueden realizarse instancias parciales. Por ejemplo, se puede definir un universo para
los conjuntos de naturales sin determinar todavia su capacidad maxima, tal como se muestra
en la fig. 1.33; el resultado es otro universo genérico que, a su vez, puede instanciarse con
un valor concreto de maximo para obtener finalmente un conjunto concreto.

universo CJT_e_ACOTADO (ELEM_=, VAL_NAT)es...

universo CJT_NAT_e_ACOTADO (VAL_NAT) es
usa NAT
instancia CJT_e_ACOTADO (ELEM_=, VAL_NAT) donde
elem es nat, = es NAT.ig
renombra cjt por cjt_nat
funiverso

universo CJT_50_NAT_c es
usa NAT
instancia CJT_NAT_e_ACOTADO (VAL_NAT) donde
val es suc(...suc(cero)...) {50 veces suc}
renombra cjt_nat porcjt_50_nat
funiverso

Fig. 1.33: cabecera para los conjuntos acotados (arriba), instancia parcial para los conjuntos
acotados de naturales (en el medio) e instancia determinada a partir de la misma (abajo).

Por ultimo, comentamos el impacto de la parametrizacidon en el significado de una
especificacion. El modelo de los universos genéricos deja de ser una clase de algebras para
ser una funcién entre clases de algebras; concretamente, un morfismo que asocia a las
clases de algebras correspondientes a la especificacion de los parametros formales (es decir,
todas aquellas algebras que cumplen las propiedades establecidas sobre los pardmetros
formales) las clases de algebras correspondientes a todos los resultados posibles de una
instancia. Asi, el paso de parametros es fundamentalmente un morfismo que tiene como
dominio la especificacién correspondiente a los parametros formales y como codominio la
especificacion correspondiente a los parametros reales; este morfismo induce otro, que va
de la especificacion parametrizada a la especificacion resultante de la instancia. La principal
condicion de correccion de la instancia es la proteccidon de los parametros reales, es decir,
que su semantica no se vea afectada en el universo resultado de la instancia.

Técnicamente hablando, el modelo de una especificacion parametrizada no es una
correspondencia entre clases de algebras sino entre categorias (ing., cathegory) de
algebras; la diferencia consiste en que una categoria incluye no sélo algebras sino tambén
morfismos entre ellas (y alguna cosa mas). El modelo se convierte en lo que se denomina un
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funtor (ing., functor), que asocia clases a clases y morfismos a morfismos. Los conceptos
tedricos dentro del campo de las categorias y los funtores son realmente complejos y
quedan fuera del ambito de este libro; en [EhM85, caps. 7 y 8] se puede encontrar una
recopilacion de la teoria de categorias aplicada al campo de la especificacion algebraica, asi
como la construccion del algebra cociente de términos para especificaciones parametrizadas,
que se usa también para caracterizar el modelo.

1.6.5 Combinacion de los mecanismos

En los apartados anteriores ha surgido la necesidad de combinar dentro de un mismo
universo el mecanismo de instanciacion y el de renombramiento. Se puede generalizar esta
situacion y permitir combinar dentro de un universo todos los mecanismos vistos, en el orden
y el nUmero que sea conveniente para la construccién de un universo dado. Por ejemplo, en
el apartado 1.6.3 se han definido los racionales en dos pasos: primero se ha escrito
RAC_DEF como renombramiento de DOS_ENTEROS vy después se ha enriquecido aquél
para formar el universo definitivo, RACIONALES. Esta solucion presenta el inconveniente de
la existencia del universo RAC_DEF, que no sirve para nada. En la fig. 1.34 se muestra una
alternativa que combina el renombramiento y la definicién de las nuevas operaciones
directamente sobre RACIONALES, sin ningun universo intermedio.

universo RACIONALES es
usa DOS_ENTEROS
renombra 2enteros por racional, <_, _>por_/_
_.Cq{pornum, _.c,porden

ops ()1, -_: racional — racional
_+_,_-_,_* :racional racional — racional
ecns
funiverso

Fig. 1.34: definicion de los racionales a partir de las tuplas de enteros en un unico universo.

Mas compleja es la siguiente situacion: el mecanismo de parametrizacion ha de poder usarse
imbricadamente, de manera que un parametro formal dentro un universo pueda ser, a su vez,
parametro real de otro universo. Asi, supongamos una especificacién parametrizada para las
cadenas de elementos reducida a las operaciones Ay _._ (v. el apartado 1.5.1) y una nueva,
menores, que dada una cadena y un elemento devuelve un conjunto de todos los
elementos de la cadena mas pequenos que el elemento dado. El universo genérico
resultante (v. fig. 1.35) tiene dos parametros formales, el género elem y una operacion de
orden, _<_, que compara dos elementos y dice cual es menor; los dos parametros se
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encapsulan en el universo de caracterizacion ELEM_< (v. fig. 1.36). Dado que la operacion
menores devuelve un conjunto de elementos del mismo tipo de los de la cadena, sera
necesario efectuar una instancia de una especificacién para los conjuntos (por ejemplo,
elegimos la de la fig. 1.29); los parametros reales de esta instancia son los parametros
formales de las cadenas, para garantizar que los elementos de ambos TAD sean los mismos.

universo CADENA (A es ELEM_<) es
tipo cad
instancia CJT(B es ELEM) donde B.elem es A.elem
renombra cjt por cjt_elem
opsA: — cad
_._:A.elem cad — cad
menores: cad A.elem — cjt_elem
ecns Vcecad; Vn,meA.elem
menores(A, n)=Q
[m < n] = menores(m.c, n) = menores(c, n)u{m}
[~ m < n] = menores(m.c, n) = menores(c, n)
funiverso

Fig. 1.35: especificacion de las cadenas con operacion menores.

universo ELEM_< caracteriza
usa BOOL
tipo elem
ops_<_: elem elem — bool
ecns Vv,v4,Vo,Vzeelem
v <v =falso
((vq < Vo) = =(vp < vyq)) = cierto
((vq < Vo) A (Vo <V3z)= vy <Vg)=cierto
funiverso

Fig. 1.36: definicion de los elementos con operacion de orden.

1.7 Ejecucion de especificaciones

En las secciones anteriores y en los capitulos sucesivos, se considera una especificacion
como una herramienta de descripcion de tipo de datos, que vendra seguida por una
implementacidn posterior. Para acabar este capitulo, se estudia la posibilidad de aprovechar
el trabajo de especificar para obtener un primer prototipo ejecutable del programa (altamente
ineficiente, eso si) mediante un mecanismo llamado reescritura, que es una evolucion de
unes reglas de célculo conocidas con el nombre de deduccién ecuacional.
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1.7.1 La deduccion ecuacional

Dado que la especificacion de un TAD se puede considerar como la asercidn de propiedades
elementales, parece logico plantearse la posibilidad de demostrar propiedades de estos
TAD. Por ejemplo, dada la especificacion de la fig. 1.16, se puede demostrar la propiedad de
los naturales suma(suc(suc(cero)), suc(cero)) = suc(suc(suc(cero))) aplicando las ecuaciones
adecuadas previa asignacion de las variables:

suma(suc(suc(cero)), suc(cero)) = {aplicando 2 con n = suc(suc(cero)) y m = cero}
= suc(suma(suc(suc(cero)), cero) = {aplicando 1 con n = suc(suc(cero))}
= suc(suc(suc(cero)))

Este proceso se denomina deduccidn ecuacional (ing., equational calculus). La deduccion
ecuacional permite construir, mediante una manipulacidn sistematica de los términos, la
llamada teoria ecuacional de una especificacion SPEC, abreviadamente Teogpgc, que es el
conjunto de propiedades vélidas en todas las algebras de esta especificacion; llamaremos
teorema ecuacional a cada una de las propiedades t; = t, que forman Teogpgc Y lO
denotaremos mediante SPEC — t; =t,.

Dada la especificacion SPEC = (SIG, E), SIG = (S, OP), y los conjuntos V y W de variables
sobre SIG, V,W eVarsgg, la teoria ecuacional Teogpec se construye segun las reglas
siguientes:

- Todas las ecuaciones basicas estan dentro de Teogpgc: Vi=t'c E: t=t'c TeOgpgc.

- Los teoremas ecuacionales son reflexivos, simétricos y transitivos:
Vit o ts by to,ts € Tgig(V):
O t=t e Teogpgc.
O ty=t, e Teogpec = to=t; € TeOgpec.
O ty=ty e Teogpec A to=t3 € TeOgpec = t1=t3 € TeOgpEc.

- Toda asignacion de términos a las variables de un teorema ecuacional da como
resultado otro teorema ecuacional:
Vit iyt GTS|G(V ) Vasy:asy: V> TSIG(W ):

ti=t2ceTeo (t,) =eval t,)eTeo

SPEC = eVa'v,Ts|G0N) V,TS|G(W)( SPEC"

- Una operacién aplicada sobre dos conjuntos diferentes de términos que, tomados por
parejas, formen parte de Teogpec, da como resultado un nuevo teorema ecuacional:

-Vop:op e OPS1 HAYA PP S tl1€TSIG,s1(V)”'th’ vttt e TSIG,sn(V)

...8p—s’

{Vi:1<i<n:tj=tjeTeogpec t = op(ty, ..., t))=op(ty, ..., t',)e TeOgpec

- Nada mas pertenece a TeOgpgc.
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La definicion de Teogpec recuerda a la de la congruencia =g inducida por las ecuaciones; la
diferencia es que los teoremas son propiedades universales que todavia pueden contener
variables, mientras que en el algebra cociente de términos sélo hay términos sin variables. El
nexo queda claro con la formulacién del teorema de Birkhoff, que afirma: SPEC +— t;=1, si
y solo si t; =, es vélida dentro de todas las SPEC-algebras.

En general, dada una especificacion SPEC, no existe un algoritmo para demostrar que
SPEC + t; =t5; el motivo principal es que las ecuaciones se pueden aplicar en cualquier
sentido y por eso pueden formarse bucles durante la demostracién del teorema. El
tratamiento de este problema conduce al concepto de reescritura de términos.

1.7.2 La reescritura

La reescritura de términos (ing., term-rewriting) o, simplemente, reescritura, es una
derivacién del mecanismo de deduccién ecuacional que, en determinadas condiciones,
permite usar una especificacién como primer prototipo ejecutable de un TAD. Consiste en la
manipulacion de un término t usando las ecuaciones de la especificacidon hasta llegar a otro
término lo mas simplificado posible; en el caso de que t no tenga variables, el resultado
estard dentro de la misma clase de equivalencia que t en el algebra cociente (es decir,
representa el mismo valor), y se denominara forma normal de t, denotada por tl; usualmente,
la forma normal coincide con el representante canénico de la clase del término.

Dada una especificacion SPEC = (S, OP, E ), se puede construir un sistema de reescritura
(ing., term-rewriting system) asociado a SPEC orientando las ecuaciones de E para obtener
reglas de reescritura (ing., term-rewriting rules), que indican el sentido de la sustitucion de
los términos; el punto clave estriba en que esta orientacion ha de preservar un orden en el
"tamafno” de los términos, de manera que la parte izquierda de la regla sea "mayor" que la
parte derecha. Por ejemplo, dada la especificacion habitual de la suma de naturales:

E1) suma(cero, n) =n
E2) suma(suc(m), n) = suc(suma(m, n))

es necesario orientar las ecuaciones de izquierda a derecha para obtener las reglas:

R1) suma(cero, n) - n
R2) suma(suc(m), n) — suc(suma(m, n))

Este sistema de reescritura permite ejecutar el término suma(suc(cero), suc(cero)) aplicando

primero la regla 2 con m = cero y n = suc(cero) y, a continuacion, la regla 1 con n = suc(cero)
para obtener la forma normal suc(suc(cero)) que denota el valor 2 de los naturales.

Dado un sistema de reescritura R, se plantean dos cuestiones fundamentales:
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- ¢, Todo término tiene alguna forma normal usando las reglas de R ? En tal caso, se dice
que R es de terminacién finita o noetheriano. Algunas situaciones son especialmente
inconvenientes para la terminacion finita, como la conmutatividad y la asociatividad; asi,
es imposible orientar la ecuacién suma(m, n) = suma(n, m). Por ello, existen algunas
técnicas para la generacion de sistemas de reescritura que tratan estas propiedades.

- ¢ Todo término tiene una unica forma normal segun R ? En tal caso, se dice que R es
confluente. y cumple el lema del diamante: si un término se puede reescribir en otros
dos diferentes usando las reglas de R, la forma normal de estos dos es la misma.

Todo sistema de reescritura R asociado a una especificacion SPEC que sea confluente y
noetheriano se llama candnico (ing., canonical) y cumple dos propiedades fundamentales:
todo término sin variables tiene una unica forma normal usando las reglas de R, y la
demostracién de teoremas ecuacionales es decidible, siendo SPEC = t; =t, & td = tod,
donde la igualdad de las formas normales =, representa la igualdad sintactica de los términos.
Si una especificacion puede convertirse en un sistema de reescritura canoénico, la ejecucién
de especificaciones se reduce al célculo de formas normales: dado un término t sobre una
signatura, su manipulacién por un sistema de reescritura candnico resulta en su forma normal
(unica y siempre existente), que es su valor dentro del algebra cociente de términos.

Debe tenerse en cuenta que, generalmente, la terminacién finita es indecidible, a pesar de
que existen condiciones suficientes sobre la forma de las ecuaciones para garantizarla.
Ademas, la confluencia tampoco suele ser decidible; ahora bien, si un sistema de reescritura
es de terminacion finita entonces si que lo es. En este contexto, es importante conocer la
existencia de un algoritmo llamado algoritmo de compleccion o de Knuth-Bendix, que
intenta convertir una especificacién en un sistema canonico de reescritura. La aplicacion de
este algoritmo puede no acabar, en cuyo caso no se puede afirmar nada sobre la confluencia
o noetherianidad (simplemente el método ha fracasado en esta especificacién concreta), o
bien acabar de dos maneras posibles: correctamente, obteniéndose el sistema de
reescritura candnico resultado de orientar las reglas, o bien sin éxito, porque ha sido
imposible orientar alguna ecuacién y entonces no se puede asegurar la terminacién finita. En
el caso de que finalice con éxito, el algoritmo puede haber anadido mas ecuaciones para
garantizar la confluencia del sistema, que seran deducibles de las ecuaciones iniciales.

Se han publicado varios articulos de introduccion al tema de la reescritura; se puede
consultar, por ejemplo, la panoramica ofrecida por J.P. Jouannaud y P. Lescanne en
"Rewriting Systems" (Technique et Science Informatiques, 6(3), 1987), o bien el capitulo 6
del libro Handbook of Theoretical Computer Science, Vol. B: Formal Methods and
Semantics, Editorial Elsevier, 1990, capitulo escrito por N. Dershowitz y J.-P. Jouannaud.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



80 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

Ejercicios
1.1 Dada la signatura:

universoYes
tipo y, nat
opscrea: >y
modif: y nat nat - y
f.yy — nat
hiyy -y
cero: — nat
suc: nat — nat
funiverso

a) Clasificar las operaciones por su signatura (es decir, construir los conjuntos OP,,_).
b ) Escribir unos cuantos términos de géneroy.

c¢) Repetir b) considerando un conjunto de variables X= (X, , X,a), X, ={z}, Xhat ={X, y}.

d) Escribir al menos tres Y-algebras que respondan a modelos matematicos o informaticos
conocidos, y dar la interpretacion de los géneros y los simbolos de operacién de Y.

e ) Describir el algebra de términos Ty.

f) Evaluar el término t = f(h(crea, modif(crea, suc(cero), suc(suc(cero)))), crea) dentro de
todas las algebras de d).

g) Dar una funcién de asignacion de las variables de c) dentro de las élgebras de d).

h) Evaluar el término t' = f(h(z, modif(crea, x, suc(cero))), crea) dentro de las algebras de d),
usando las asignaciones de g).

1.2 a)Dada la signatura:

universoYes

tipoy, nat

opscrea: >y
an:ynat -y
f.y - nat
cero: — nat
suc: nat — nat

, funiverso

i) Clasificar las operaciones por su signatura.

ii) Escribir al menos cinco Y-algebras que respondan a modelos matematicos o
informaticos conocidos, y dar la interpretacion de los géneros y los simbolos de
operacién de Y.

iii) Escribir el algebra de términos Ty, encontrando una expresion general recursiva para
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los términos de los conjuntos base.

iv) Evaluar el término t = f(af(afi(afi(crea, suc(cero)), cero), suc(suc(cero)))) dentro de
todas las algebras de ii).

b) Dada la especificacion SY = (Y, EY), EY = {f(afi(s, n)) = suc(f(s)), f(crea) = cero }, se pide:
i) Decir si las ecuaciones se satisfacen o no en las algebras de a.ii).
ii) Encontrar el algebra cociente de términos Tgy, y escoger representantes canénicos
para las clases.
iii) Determinar si una o mas de una de las algebras de a.ii) es isomorfa a Tgy (en caso
contrario, buscar otra Y-algebra que lo sea).

iv) Clasificar las algebras de a.ii) en: modelos iniciales de SY, SY-algebras e Y-algebras.

1.3 Dada la especificacion:

universo MISTERIO es
tipo misterio
0ops z: — misterio
f: misterio — misterio
funiverso
a) ¢ Cual es su modelo inicial?
b) ¢ Cual es el modelo inicial de MISTERIO si afiadimos la ecuacion f(z) =z ?
¢) ¢, Cual es el modelo inicial de MISTERIO si afadimos la ecuacion f(f(z)) =z ?

1.4 Dada la especificacion QUI_LO_SA:

universo QUI_LO_SA es
tipo qui_lo_sa
ops z: —» qui_lo_sa
f: qui_lo_sa — qui_lo_sa
h: qui_lo_sa qui_lo_sa — qui_lo_sa
ecns Vr,sequi_lo_sa
h(r,z)=r
h(r, f(s)) = f(h(r, s))
funiverso

justificar brevemente si los modelos siguientes son o no son iniciales:

a) Secuencias de ceros (0%, A, afi, conc); af es afiadir un "0" y conc es la concatenacion.
b) Naturales con operacion de suma (N , 0, +1, +).

¢) Matrices 2x2 de naturales (M,,»(N ), (00; 0 0), (+1 +1; +1 +1), +).

d) Igual que c), con la restricciéon de que todos los elementos de la matriz deben ser iguales.
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1.5 Sea la especificacion de la figura siguiente, donde se supone que las especificaciones
BOOL y NAT especifican el dlgebra de Bool B y los naturales N , respectivamente:

universo QUE_SOY_YO es
usa BOOL, NAT
tipoqué_soy_yo
0ops A: — qué_soy_yo
an: qué_soy_yo nat — qué_soy_yo
esta?: qué_soy_yo nat — bool
ecns Vn,menat; Vre qué_soy_yo
esta?(A, n) = falso
esta?(afi(r, n), m) = NAT.ig(m, n) v esta?(r, m)
funiverso

a) Demostrar que las élgebras siguientes son QUE_SOY_YO-algebras y comprobar que no
son el modelo inicial.

i) Aboor=B, Ana= N | Ague soy yo= P(N) {conjuntos de naturales}
Aa=@ {conjunto vacio}
afia: PN)x N = P(N)
(C,n) > an,(C,n)=C u{n}
esta?,: PN)xN —» B
(C,n) > esta?,5(C,n)=neC
i1) Booo1= B, Bnar= N, Bus soy yo= N “~ {secuencias ordenadas de naturales}
Ag= A {secuencia vacia}
aiig: N*_ x N = N*_
(I, n) — ang(l, n) = afiadir n al ordenadamente
esta?s:N“_xN - B
(I, n) —> esta?g(l, n) = si n esta dentro de | entonces cierto, sino falso
iii) Cpoo1= B, Crar= N, Cqus soy yo= M(N)  {multiconjuntos de naturales')
Ac= @ {multiconjunto vacio}
anc: M(N)x N - M(N)
(M, n) > afg(M, n)=Muy{n} {Uy es la union de multiconjuntos'?}
esta?c: M(N)xN - B

(M, n) - esta?c(M,n)= neC
b) Comprobar que Tque sov_vo,qué_soy_yo = N * y que el modelo inicial de esta especificacién
es Taue sov vo=(B, N , N ) con las operaciones adecuadas.

c¢) Determinar el modelo inicial de la especificacion QUE_SOY_YO al afadirle la ecuacion
an(an(r, x), y) = an(af(r, y), x). Justificar la eleccién dando el isomorfismo con Tque soy vo-

* Un multiconjunto es un conjunto que admite repeticiones; es decir, el multiconjunto {1} es diferente
del multiconjunto {1,1}. La unién de multiconjuntos conserva, pues, las repeticiones.
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d) Determinar y justificar el modelo inicial de la especificacion QUE_SOY_YO cuando se le
afnade la ecuacioén af(afi(r, x), x) = an(r, x).

e ) Determinar y justificar el modelo inicial de la especificacion QUE_SOY_YO cuando se le
afaden las dos ecuaciones de c¢) y d) a la vez.

1.6 Sea la especificacion de la teoria de grupos:

universo TEORIA_GRUPOS es

tipog
opse: —»g {elemento neutro}
_+.:99—>9g

i:g — g {inverso}
ecnsvx,y,zeg: x+e=xx+ix)=€;(x+y)+z=x+(y + 2)
funiverso

Usando deduccién ecuacional, determinar si las ecuaciones siguientes son teoremas
ecuacionales de este modelo, especificando claramente los pasos de las demostraciones.
a)(x+y)+ily)=x. b)x+ile) =x. ¢)e+i(i(x)) = x. d) x+i(i(y)) =x+y.e) e+ x =x. f)i(e) =e.
g)ix)+x=e.

1.7 Especificar los vectores de indices los naturales de 1 a n que ofrecen los lenguajes de
programacion imperativos (Pascal, C, etc.) con operaciones de: crear un vector con todas las
posiciones indefinidas, modificar el valor del vector en una posicién dada y consultar el valor
del vector en una posicion dada; si se consulta el valor de una posicién todavia indefinida,
dar error. Expresar el resultado dentro de un universo parametrizado. Hacer una instancia.

1.8 Especificar las matrices nxm de naturales con las operaciones habituales. Expresar el
resultado dentro de un universo parametrizado. Hacer una instancia.

1.9 Dada la especificacion de los conjuntos genéricos con operacion de pertenencia y un
numero maximo de elementos, CONJUNTO_e_ACOTADO(ELEM_=, VAL_NAT) , escribir
otro universo de cabecera CONJUNTO2(ELEM_=, VAL_NAT) que use el anterior y defina las
operaciones _n_ (interseccion de conjuntos), _u_ (unién de conjuntos) y _>_ (inclusion de
conjuntos). Hacer una instancia para los conjuntos de, como maximo, 50 naturales, y otra
para los conjuntos de, como maximo, 30 conjuntos de, como maximo, 20 naturales.

1.10 Especificar una calculadora de polinomios, que disponga de n memorias para guardar
resultados intermedios, y de un polinomio actual (que se ve por el visualizador de la
calculadora). Las operaciones de la calculadora son: crear la calculadora con todas las
memorias indefinidas y de polinomio actual cero, afadir un término al polinomio actual,
recuperar el contenido de una memoria sobre el polinomio actual, guardar el polinomio actual
sobre una memoria, sumar, restar y multiplicar los polinomios residentes en dos memorias,
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derivar el polinomio residente en una memoria (estas cuatro ultimas operaciones dejan el
resultado sobre el polinomio actual) y evaluar el polinomio residente en una memoria en un
punto dado. Las operaciones han de controlar convenientemente los errores tipicos,
basicamente referencias a memorias indefinidas o inexistentes. Usar la especificacién de los
polinomios del apartado 1.5.1, y enriquecerla si es necesario.

1.11 a) Enriquecer la especificacion de las cadenas dada en el apartado 1.5.1
(considerandola parametrizada por el tipo de los elementos) con las operaciones:

elimina: cadena — cadena, elimina de la cadena todas las apariciones consecutivas de un
mismo elemento y deja solo una

selecciona: cadena — cadena, forma una nueva cadena con los elementos que aparecen
en una posicién par de la cadena; por ejemplo, selecciona(especificacion) = seiiain

es_prefijo?: cadena cadena — bool, dice si la primera cadena es prefijo de la segunda;
considerar que toda cadena es prefijo de si misma

es_subcadena?: cadena cadena — bool, dice si la primera cadena es subcadena de la
segunda; considerar que toda cadena es subcadena de si misma

especula: cadena — cadena, obtiene la imagen especular de una cadena; asi,
especular(especificacién) = ndicacificepse

b) A continuacién, hacer una instancia del universo del apartado anterior con cadenas de
cualquier cosa, de manera que el resultado sea un género de nombre cad_cad que
represente las cadenas de cadenas de cualquier cosa.

¢) Enriquecer el universo del apartado b) con las operaciones siguientes:

aplana: cad_cad — cadena, concatena los elementos de la cadena de cadenas dada; asi,
aplana([hola, que, A, tal]) = holaquetal, donde los corchetes denotan una cadena de
cadenas y A denota la cadena vacia

distr_izq: elem cad_cad — cad_cad, dado un elemento v y una cadena de cadenas L,
afade v por la izquierda a todas las cadenas de L; por ejemplo, distr_izq(x, [hola, que,
A, tal]) = [xhola, xque, x, xtal]

subcadenas: cadena — cad_cad, dada una cadena |, devuelve la cadena de todas las
subcadenas de | conservando el orden de apariciéon de los elementos; por ejemplo,
subcadenas(abc) = [abc, ab, ac, bc, a, b, ¢, 1]

inserta: elem cad_cad — cad_cad, dado un elemento v y una cadena de cadenas L,
devuelve la cadena con todas las cadenas resultantes de insertar v en todas las
posiciones posibles de las cadenas de L; por ejemplo, inserta(x, [abc, d]) =
[xabc, axbc, abxc, abcx, xd, dx]

1.12 a) Especificar un universo que describa el comportamiento de una urna que pueda
ser utilizada por diferentes colectivos (sociedades andnimas, partidos politicos, asambleas
de alumnos, etc.) para aceptar o rechazar propuestas a través de votacién, cuando les falle la
via del consenso o el engafio. Este universo ha de definir un TAD urna con operaciones:
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inic: colectivo — urna, prepara la urna para ser usada por un colectivo

vota: urna miembro bool — urna, un miembro emite un voto favorable o desfavorable

may_absoluta: urna — bool, dice si el nimero de votos favorables supera la mitad de la
totalidad de votos del colectivo

may_simple: urna — bool, dice si el numero de votos favorables supera la mitad de la
totalidad de votos emitidos por el colectivo

El universo ha de poder ser instanciado con cualquier clase de miembro y colectivo, y ha de
prever que hay colectivos en los que miembros diferentes pueden disponer de un nimero
diferente de votos. De todas formas, para garantizar un cariz minimamente democratico, la
urna solo ha de poder ser usada si no hay ningin miembro que tenga mas del 50% de los
votos totales del colectivo. Especificar la urna en un universo genérico con los pardmetros
que se consideren oportunos.

b) Construir una especificacion que sirva para modelizar una sociedad especuladora,
fundada por tres personas y regida por las siguientes directrices:
- Los miembros de la sociedad (socios, entre los cuales estan los fundadores) se
identifican mediante una cadena de caracteres.
- Los tres fundadores disponen de dos votos cada uno a la hora de tomar decisiones; el
resto de socios solo dispone de un voto por cabeza.

La sociedad estara dotada de un mecanismo de toma de decisiones por mayoria simple.

El universo donde se encapsule esta especificacion ha de tener las operaciones:
fundacion: socio socio socio — sociedad, crea la sociedad con los tres socios fundadores
anadir: sociedad socio — sociedad, afilade un nuevo socio; error si ya estaba
es_socio?: sociedad socio — bool, dice si el socio esta en la sociedad
inicio_votacion: sociedad — sociedad, prepara la futura votacion
afnade_voto: sociedad socio bool — sociedad, cuenta el voto del socio
prospera: sociedad — bool, contesta si la propuesta se acepta

Hay un universo SOCIO que define el género socio y la operacion ident: socio — cadena
(entre otras). También se puede utilizar el resultado del apartado a) y el universo PAR de la
fig. 1.31.

1.13 Una hoja de célculo puede considerarse como una matriz rectangular de celdas, las
cuales se identifican por su coordenada (par de naturales que representan fila y columna).
Dentro de una celda puede no haber nada, puede haber un valor entero o puede haber una
férmula. De momento, para simplificar la especificacion, supondremos que las férmulas son
de la forma a+ b, donde a y b son coordenadas de celdas. Definimos la evaluacion de una
celda recursivamente del siguiente modo: si la celda esta vacia, la evaluacion es 0; si la celda
contiene el entero n, la evaluacion es n; en cualquier otro caso, la celda contiene una férmula
C1+Cy y €l resultado es la evaluacion de la celda de coordenada ¢4, sumado a la evaluacion de
la celda de coordenada c,. La signatura de este tipo es:
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crea: nat nat — hoja, crea una hoja de calculo con las filas y las columnas numeradas del
uno a los naturales dados; inicialmente, todas las celdas estan vacias

ins_valor: hoja coordenada enter — hoja, inserta el entero en la celda de coordenada
dada, sobreescribiendo el contenido anterior de la celda

ins_féormula: hoja coordenada coordenada coordenada — hoja, siendo ¢4, C; Y C3 las
coordenadas dadas, inserta la férmula ¢, +¢3 en la celda de coordenada c; de la hoja,
sobreescribiendo el contenido anterior

valor: hoja coordenada — entero, devuelve la evaluacion de la celda dada

Las coordenadas se definen como instancia del universo PAR (v. fig. 1.31), siendo los dos
parametros formales el tipo de los naturales.

a) Especificar el tipo hoja, controlando todos los errores posibles (referencias a
coordenadas fuera de rango, ciclos en las férmulas, etc.).

b) Pensar en la extension en caso de permitir formulas arbitrarias (quizas se podria definir el
tipo féormula, con algunas operaciones adecuadas...).

1.14 Se quiere especificar una tabla de simbolos para lenguajes modulares (como Merli)
que organice los programas como jerarquias de médulos. Las operaciones escogidas son:

crea: — ts, crea la tabla vacia

declara: ts médulo cadena caracts — ts, registra que el identificador ha sido definido
dentro del médulo con una descripcién dada

usa: ts médulo médulo — ts, registra que el primer mdédulo usa el segundo, es decir,
dentro del médulo usador son visibles los objetos declarados dentro del médulo usado

usa?: ts modulo — cjt_maddulos, da todos los médulos que usa el médulo dado. Hay que
considerar que el uso de moédulos es transitivo, es decir, si my usa my, y m, usa ms,
entonces m; usa mz, aunque no esté explicitamente declarado. Para simplificar, puede
considerarse que todo médulo se usa a si mismo

consulta: ts moédulo cadena — cjt_caracts, devuelve el conjunto de todas las
descripciones para el identificador que sean vaélidas dentro del mddulo dado (es decir,
las descripciones declaradas en todos los mdédulos usados por el médulo dado)

(Notar que no hay una operacion explicita de declaracién de médulos; un médulo existe si
hay alguna declaracion -de uso o de identificador- que asi lo indique.)

Se puede suponer la existencia de las operaciones necesarias sobre los conjuntos y las
cadenas.

1.15 Se quiere especificar un diccionario de palabras compuestas de n partes como
maximo, n < 10. Cada parte es una cadena de caracteres. El diccionario ha de presentar
operaciones de acceso individual a las palabras y de recorrido alfabético; concretamente:

crea: — dicc, crea el diccionario vacio
inserta: dicc cadena ... cadena (10 cadenas) — dicc, registra la insercion de una palabra
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compuesta de k partes, k< n; todas las cadenas de la k+1 ala n son la cadena vacia; da
error si la palabra ya estaba en el diccionario

borra: dicc cadena ... cadena (10 cadenas)— dicc, borra una palabra de k partes, k < n;
todas las cadenas de la k+1 ala n son la cadena vacia; error si la palabra no esta en el
diccionario

estd?: dicc cadena ... cadena (10 cadenas)— bool, comprueba si una palabra de k partes
esta o no en el diccionario, k < n; todas las cadenas de la k+1 ala n son la cadena vacia

lista: dicc— lista_cadenas, devuelve la lista ordenada alfabéticamente de todas las
palabras del diccionario sin considerar las partes que las componen

Es importante definir correctamente la igualdad de palabras: dos palabras son iguales si y
sélo si estan compuestas por las mismas partes; asi, la palabra méd/ic/amente es diferente de
la palabra médic/a/mente porque, a pesar de tener los mismos caracteres, su distribucién en
partes no concuerda (considerando ‘/' como separador de partes).

Se puede suponer la existencia de las operaciones necesarias sobre las cadenas y las listas.

1.16 a) En el juego del mastermin participan dos jugadores A y B con fichas de colores. A
imagina una combinacion "objetivo" de cinco fichas (sin repetir colores) y B debe adivinarla.
El jugador B va proponiendo jugadas (combinaciones de cinco fichas de colores no
repetidos; se dice que cada ficha va en una posicidon determinada), y el jugador A responde
con el numero de aciertos y de aproximaciones que contiene respecto al objetivo. Se
produce acierto en cada posicion de la jugada propuesta que contenga una ficha del mismo
color que la que hay en la misma posicidn del objetivo. Se produce aproximacién en las
posiciones de la jugada propuesta que no sean aciertos, pero si del mismo color que alguna
otra posicion del objetivo. En el siguiente ejemplo, la propuesta obtiene un acierto y dos
aproximaciones:

Posiciones 1 2 3 4 5
OBJETIVO:  Amarillo Verde Rojo Azul Fucsia
PROPUESTA: Azul Verde Amarillo Marron Naranja

La secuencia de jugadas hechas hasta un momento dado proporciona una pista para la
siguiente propuesta del jugador B, de manera que, cuando B propone una jugada, puede
comprobar previamente que no se contradiga con los resultados de las jugadas anteriores.
Una propuesta coherente a partir del ejemplo anterior (donde B supone que el acierto era el
marron y las aproximaciones el amarillo y el verde) seria:

Posiciones 1 2 3 4 5
PROPUESTA: Amarilo Purpura Gris  Marrdn Verde

Especificar este juego con la signatura siguiente:
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crea: jugada — mm, deposita en el tablero la jugada objetivo

juega: mm jugada — mm, deposita en el tablero la jugada siguiente propuesta

aciertos, aproxs: mm — nat, da el nimero de aciertos y aproximaciones de la Ultima jugada
propuesta, respectivamente

coherente: mm jugada — bool, comprueba si una jugada es coherente con las anteriores

Suponer que se dispone de una constante para cada color: blanco, amarillo, ...: — color, asi
como de una operaciéon de comparacion, ig: color color — bool. Se dispone, ademas, de la
definicién del género jugada, con unas operaciones bdsicas que se pueden suponer
correctamente especificadas:

crea: color color color color color — jugada, constructora de jugadas
qué_color: jugada nat — color, devuelve el color de la ficha que hay en la posicién dada
de la jugada

b ) Modificar la especificaciéon permitiendo la repeticién de colores en las jugadas.
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Capitulo 2 Implementacion de tipos abstractos de datos

La especificacidn de un tipo abstracto es el paso previo a la escritura de cualquier programa
que lo manipule, porque permite describir inequivocamente su comportamiento; una vez
establecida, se pueden construir diversas implementaciones usando un lenguaje de
programacién convencional. En este capitulo se introducen los mecanismos que
proporciona la notaciéon Merli para codificar los tipos de datos, que son los habituales en los
lenguajes de programacién imperativos mas utilizados (excepto algun aspecto puntual como
la genericidad, ausente en los lenguajes mas antiguos), se estudian las relaciones que se
pueden establecer entre la implementacion y la especificacion de un TAD y, por ultimo, se
definen diversas estrategias de medida de la eficiencia de las implementaciones que
permiten compararlas y determinar bajo qué circunstancias se puede considerar una
implementacién mas adecuada que otra.

A lo largo del capitulo se supone que el lector conoce los constructores habituales que
ofrecen los lenguajes de programacion imperativos mas habituales, como Modula-2, Pascal o
C vy, en general, todos aquellos que se pueden considerar derivados del Algol; por ello, no
se explicaran en detalle los esquemas adoptados en Merli, sino que tan sélo se mostrara su
sintaxis, facilmente traducible a cualquiera de ellos. Eso si, se insistira en los aspectos
propios de la metodologia de uso de tipos abstractos, derivados basicamente de la
distribucién en universos de las aplicaciones.

2.1 El lenguaje de implementacion

En el primer capitulo se ha destacado la diferencia entre la especificacién y la implementacion
de un TAD, que resulta en su vision a dos niveles diferentes. En concreto, dada la
especificaciéon (unica) de un tipo se pueden construir diversas implementaciones y asi
escoger la mas adecuada en cada contexto de uso. Cada una de estas implementaciones se
encierra en un universo diferente, llamado universo de implementacion, en contraposicion a
los universos de especificacion y de caracterizacion explicados detalladamente en el capitulo
anterior. Notemos que un universo de implementacion no puede existir de forma
independiente, sino que siempre se referira a una especificacién ya existente; para
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establecer claramente el nexo entre un universo de implementacion y el universo de
especificacion correspondiente, se consignara siempre en la cabecera del primero el nombre
del segundo precedido por la palabra clave "implementa”.

La construccion de un universo de implementacién consta de dos fases:

- Eleccién de una representacion para los diferentes géneros definidos en la
especificacion. Es habitual el uso de tipos auxiliares para estructurar el resultado, los
cuales son invisibles a los usuarios del universo'. También se pueden definir
constantes, implicitamente privadas.

- Codificacion de todas y cada una de las diversas operaciones visibles de la
especificacion, en términos de las representaciones que se acaban de escribir.
Igualmente puede ser necesario, e incluso recomendable, usar una 0 mas operaciones
auxiliares que surjan de la implementacion de las operaciones usando la técnica de
disefio descendente’; las operaciones auxiliares de la implementacion no han de ser
forzosamente las mismas de la especificacion, y en general no lo son.

universo U_IMP implementa U
usa Uy, ..., U,
constcq vale vy, ... fconst
tipo Ty es... ftipo

tipo privado Taux, es ... ftipo

funcién F; ...

funcién/ accion privada Faux ...
funiverso

Fig. 2.1: esquema general de los universos de implementacion.

Tanto en la representacidén como en la codificacién de las operaciones pueden usarse
identificadores de tipo y de operaciones visibles, definidos en otros universos cuyos
nombres se escriben en una clausula de usos al inicio del universo. En principio, los
nombres se referiran a universos de especificacion, ya que los programas dependen del
comportamiento de los tipos que usen y no de su implementacion; ahora bien, ya veremos a
lo largo del texto que, en algunas situaciones y por razones de eficiencia, se exigira que
uno o mas tipos usados en un universo estén implementados segun una estrategia

' Aungue no sea estrictamente necesario, se usard la palabra clave "privado" para etiquetarlos.
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determinada?, en cuyo caso se consigna la implementacién escogida mediante la clausula
"implementado con". Ademas de los usos, en un universo de implementacion pueden
aparecer ocultaciones, renombramientos e instancias; por lo que respecta a estas ultimas,
pueden implementar alguno de los tipos definidos en la especificacion, en cuyo caso se
determina la implementacion elegida mediante la clausula "implementado con".

Si el universo de especificacién define un TAD parametrizado, los universos de
implementacién correspondientes también lo seran y en la implementacién apareceran,
como minimo, todos los parametros formales de la especificacion. En ocasiones, alguna
técnica de implementacion puede requerir parametros formales adicionales que no afecten la
especificacion del tipo (por ejemplo, las técnicas de dispersion vistas en el capitulo 4).

2.1.1 Representacion de tipos

Para representar un TAD, Merli ofrece diversos tipos predefinidos, y también algunos
constructores de tipo que permiten al usuario construir sus propias estructuras. Los tipos
predefinidos del lenguaje son los booleanos, los naturales, los enteros, los caracteres y los
reales, todos ellos con las operaciones habituales. Por lo que respecta a los constructores,
se dispone de los siguientes:

- Escalares, o por enumeracion de sus valores: se enumeran todos los valores del tipo
uno detras del otro. Se dispone de operaciones de comparacion =y #.

- Tuplas: permiten la definicién de un tipo como producto cartesiano. Cada componente
o campo (ing., field) de la tupla se identifica mediante un nombre y se declara de un tipo
determinado; dado un objeto v de tipo tupla, la referencia a su campo ¢ se denota por
v.c. El lenguaje permite la escritura de constantes tuplas: dada una tupla de n campos
Cq, ..., Cp, €l literal <vy, ..., vo> representa la tupla tal que su campo c; vale v;, 1 <i < n;
evidentemente, los tipos de los v; han de concordar con los tipos de los c;. Las tuplas
pueden ser tuplas variantes, es decir, tuplas tales que el nombre y el tipo de campos
componentes varia en funcién del valor de uno de ellos, llamado discriminante.

Vectores (ing., array ): permiten la definicion de tipos como funciones f: | — V; los
elementos de | se llaman indices y los de V simplemente valores. Graficamente se
puede considerar un vector como una tabla que muestra el valor asociado a cada indice
y cada celda se llama componente o posicién. Dado un objeto A de tipo vector, la
referencia al valor asociado al indice i se hace mediante A[i]. Se exige que el tipo de los
indices sea natural, entero, caracter o bien un tipo escalar; generalmente no se usara
todo el tipo para indexar el vector, sino que se especificara una cota inferior y una cota
superior de manera que la referencia a un indice fuera del intervalo definido por estas
cotas da error. El lenguaje permite la escritura de vectores literales: dado un vector de

%Incluso en este caso, la representacion del tipo usado quedara inaccesible en virtud del principio de
la transparencia de la representacion propia del disefio modular con TAD.
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n componentes, el literal [vy, ..., v,] representa el vector tal que su posicién i-ésima vale
vi, 1 <i<n;aveces, en la constante tan sélo se quiere destacar el valor de una posicién
i concreta, y para ello pueden escribirse los literales [..., v, ...] 0 [..., i—> X, ...].

tipo semana es (lu, ma, mi, ju, vi, sa, do) ftipo

(a) tipo por enumeracion de sus valores

tipo fecha es tupla
dia_s es semana
dia_m, mes, afio son natural
ftupla
ftipo
(b.1) tipo tupla

tipo trabajador es
tupla

nombre, apellido son cadena

caso qué de tipo (jefe, analista, programador) igual a
jefe entonces #subordinados es natural
analista entonces #proyectos, #programadores son natural
programador entonces #lineas_cdédigo es natural; senior? es bool

fcaso

ftupla
ftipo
(b.2) tipo tupla con partes variantes (el campo qué es el discriminante)

tipo estadistica es vector [semana] de natural ftipo

(c.1) tipo vector; su indice es un tipo por enumeracion

tipo cadena es vector [de 1 amax_cadena] de caracter ftipo

(c.2) tipo vector; su indice es un intervalo de un tipo predefinido

tipo empresa es vector [de 1 amax_empresa] de tupla
tr es trabajador
sueldo esreal

ftupla
ftipo
(c.3) tipo vector; sus valores usan otro tipo definido por el usuario

Fig. 2.2: ejemplos de uso de los constructores de tipo de Merli.
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2.1.2 Sentencias

Se describe a continuacion el conjunto de sentencias o instrucciones que ofrece Merli, cuya
sintaxis se puede consultar en la fig. 2.3.

- Asignacion: modificacion del valor de un objeto de cualquier tipo.
- Secuencia: ejecucion incondicional de las instrucciones que la forman, una tras otra.

- Sentencias condicionales: por un lado, se define la sentencia condicional simple, que
especifica una instruccién que se ha de ejecutar cuando se cumple una condicion
booleana, y otra, opcional, para el caso de que no se cumpla. Por otro, se dispone de la
sentencia condicional compuesta, que generaliza la anterior especificando una serie
de condiciones y, para cada una, una sentencia para ejecutar en caso de que se
cumpla. Las condiciones han de ser mutuamente exclusivas; también se puede incluir
una sentencia para ejecutar en caso en que ninguna condiciéon se cumpla.

Sentencias iterativas o bucles. Existen diversos tipos:
¢ Simple: se especifica el nimero de veces que se debe repetir una sentencia.

¢ Gobernada por una expresiéon booleana: se repite la ejecuciéon de una sentencia
mientras se cumpla una condicidn de entrada al bucle, o bien hasta que se cumpla
una condicién de salida del bucle.

O Gobernada por una variable: se define una variable, llamada variable de control,
que toma valores consecutivos dentro de los naturales, de los enteros, de un tipo
escalar o bien de un intervalo de cualquiera de ellos; el nimero de iteraciones
queda fijado inicialmente y no cambia. En el caso de tipos escalares, los valores
que toma la variable siguen el orden de escritura dentro de la declaracion del tipo.

Cada ejecucion de las instrucciones que aparecen dentro de la sentencia iterativa se
llama vuelta o también iteracion.

Al hablar de sentencias iterativas son basicos los conceptos de invariante y de funcion
de acotamiento, que abreviaremos por I y F, respectivamente. El invariante es un
predicado que se cumple tanto antes como después de cada vuelta y que describe la
mision del bucle. La funcién de acotamiento implementa el concepto de terminacion
del bucle, por lo que se define como una funcién estrictamente decreciente que tiene
como codominio los naturales positivos y que, generalmente, se formula facilmente a
partir de la condicion del bucle. Tanto el uno como la otra se escriben usando las
variables que intervienen en la sentencia iterativa. Es conveniente que ambos se
determinen previamente a la escritura del cédigo, porque definen inequivocamente el
comportamiento del bucle. En este texto, no obstante, sélo se presentaran en
aquellos algoritmos que, por su dificultad, se considere que aportan informacion
relevante para su comprension (por ello, se puede preferir una explicacion informal a su
expresion enteramente formal). Para profundizar en el tema, v. por ejemplo [Bal93] o
[Pen93], que proporcionan varias fuentes bibliograficas adicionales.
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El lenguaje no admite ningun tipo de instruccion para romper la estructura dada por el uso de
estas construcciones; es decir, no existen las sentencias goto, skip, break o similares que, a
cambio de pequefas reducciones del cédigo resultante, complican la comprensibilidad, la
depuracioén y el mantenimiento de los programas. Tampoco se definen las instrucciones
habituales de entrada/salida, ya que no se necesitaran en el texto.

objeto := expresion

(a) asignacion

senty; sent,; ... ; sent,

(b) secuencia; en lugar de ';', se pueden separar por saltos de linea

si expresion booleana entonces sent;
si no sent, {opcional}

—n

Si

(c.1) sentencia alternativa simple

opcidén
caso expresion booleanay hacer sent;

caso expresion booleana, hacersent,
en cualquier otro caso sent,.; {opcional}

fopcion
(c.2) sentencia alternativa compuesta

repetir expresion natural veces sent frepetir

(d.1) sentencia iterativa simple

mientras expresién booleana hacer sent fmientras
repetir sent hasta que expresion booleana

(d.2) sentencias iterativas gobernadas por una expresion

para todo variable dentro de tipo hacer sent fpara todo
para todo variable desde cota inf hasta cota sup hacer sent fpara todo
para todo variable desde cota sup bajando hasta cota inf hacer sent fpara todo

(d.3) sentencias iterativas gobernadas por una variable

Fig. 2.3: forma general de las sentencias de Merli.
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2.1.3 Funciones y acciones

Son los dos mecanismos de encapsulamiento de las instrucciones que codifican las
operaciones de un tipo. Las funciones son la correspondencia directa del concepto de
operacion de un TAD dentro del lenguaje: a partir de unos parametros de entrada se
devuelve un valor de salida y los parametros, que tienen un nombre que los identifica y se
declaran de un tipo dado, mantienen el mismo valor después de la ejecucion de la funcion,
aunque se modifiquen. En caso de que se devuelva mas de un valor, se pueden encerrar
entre '<'y '>' los nombres de los tipos de los valores que se devuelvan, e indicar asi que en
realidad se esta devolviendo una tupla de valores (v. fig. 2.4, b). La funcién sélo puede
devolver su valor una sola vez, al final del cuerpo. La recursividad esta permitida e incluso
recomendada como herramienta de disefio e implementacion de algoritmos.

Aparte de los parametros, dentro de la funcion pueden declararse variables locales, cuya
existencia esta limitada al &mbito de la funcion. Notemos que en los programas Merli no
existe el concepto de variable global, ya que una funcion sélo tiene acceso a sus parametros
y puede usar variables locales para calculos intermedios. Este resultado se deriva del hecho
de que no pueden imbricarse funciones ni declararse objetos compartidos entre diferentes
moédulos®. También es interesante notar que no hay un programa principal y unas funciones
subordinadas, sino que una aplicacion consiste en un conjunto de funciones de las cuales el
usuario escogera una, que podra invocar las otras en tiempo de ejecucion; el esquema
resultante es altamente simétrico (no da preferencia a ningun componente) y favorece el
desarrollo independiente y la integracion posterior de diferentes partes de la aplicacion.

La existencia de acciones dentro del lenguaje proviene de la necesidad de encapsular
operaciones auxiliares que modifican diversos objetos; la definicién de estas operaciones
como funciones daria como resultado cabeceras e invocaciones engorrosas. Las acciones
también presentan el mecanismo de variables locales. La incorporacion de acciones en el
lenguaje obliga a definir diversos tipos de pardmetros: los parametros sélo de entrada
(precedidos por la palabra clave "ent" en la cabecera), que se comportan como los de las
funciones; los parametros sélo de salida (precedidos por "sal"), correspondientes a objetos
que no tienen un valor significativo en la entrada y almacenan un resultado en la salida; y los
parametros de entrada y de salida (precedidos por "ent/sal"), que tienen un valor significativo
en la entrada que puede cambiar en la salida®. En este texto no nos preocuparemos por los
posibles problemas de eficiencia en el uso de funciones en vez de acciones (v. seccion 2.3),
sino que usaremos siempre la notacion que clarifique el cédigo al maximo; se supone que el
programador podra adaptar sin problemas la notacién funcional a las caracteristicas de su
instalacién concreta.

® En realidad, el mecanismo de memoria dinamica del lenguaje (v. apartado 3.3.3) rompe esta regla
general, porque actua como una variable global implicita.

* La mayoria de los lenguajes imperativos comerciales no distinguen entre parametros sélo de salida y
parametros de entrada y de salida, clasificandolos ambos como parametros por variable (también por
referencia), mientras que denominan parametros por valor a los parametros solo de entrada.
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En la fig. 2.4 aparecen tres implementaciones posibles de una operacion para el calculo del
maximo comun divisor de dos ndmeros siguiendo el algoritmo de Euclides, las dos primeras
como funciones, en versiones recursiva e iterativa, y la tercera como una accién que
devuelve el resultado en el primero de sus parametros. También se muestra una funcion
que, dado un vector de naturales y un elemento, devuelve una tupla de dos valores: un
booleano que indica si el elemento estd dentro del vector 0 no y, en caso de que esté, el
indice de la primera aparicion.

funcién MCD (a, b son nat) devuelve nat es

var res es nat fvar
sia=bentoncesres:=a
si nosia>b entoncesres := MCD(a - b, b) si no res := MCD(a, b - a) fsi
fsi

devuelve res

(a.1) funcidn recursiva para el calculo del maximo comun divisor de dos naturales

funcién MCD (a, b son nat) devuelve nat es
mientras a=b hacer
sia>bentoncesa:=a-bsinob:=b-afsi
fmientras
devuelve a

(a.2) funcidén no recursiva para el calculo del maximo comun divisor de dos naturales

accion MCD (ent/sal aes nat; entb es nat) es
mientras a=b hacer
sia>bentoncesa:=a-bsinob:=b-afsi
fmientras
faccién

(a.3) accion no recursiva para el calculo del maximo comun divisor de dos naturales

funcién esta? (A es vector [de 1 a max] de nat; x es nat) devuelve <bool, nat> es
varies nat; encontrado es bool fvar
i ;= 1; encontrado := falso
mientras (i < max) A ~encontrado hacer
si Ali] = x entonces encontrado := cierto sinoi:=i+ 1 fsi
fmientras
devuelve <encontrado, i>

(b) funcién para la busqueda de un elemento dentro de un vector

Fig. 2.4: ejemplos de funciones y acciones.
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Por ultimo, introducimos los conceptos de precondicion y de postcondicion de una
operacion. La precondicion, abreviadamente P, es un predicado légico que debe
satisfacerse al comenzar la ejecucidon de una operacion; la postcondicion, abreviadamente
Q, es otro predicado légico que debe satisfacerse al acabar la ejecucion de una operacion
siempre que se cumpliera previamente la precondicion correspondiente. Ambos predicados
dependen exclusivamente de los parametros de la operacion. La invocacion de una funcién
0 accion sin que se cumpla su precondicion es incorrecta y da como resultado un valor
aleatorio. Asi como la especificacion algebraica es un paso previo a la implementacion de un
tipo de datos, el establecimiento de la precondicién y la postcondiciéon (llamada
especificacion pre-post) ha de preceder, sin duda, a la codificacion de cualquier operacion.

Debe distinguirse el uso de las especificaciones algebraicas de los TAD y de las
especificaciones pre-post de las operaciones. Por un lado, la especificacion algebraica da
una vision global del tipo de datos y define el comportamiento de las operaciones para todos
los valores; por el otro, la especificacion pre-post describe individualmente el
comportamiento de cada operacion en términos de la representacion escogida para el tipo, y
es el punto de partida de una verificacion posterior del cédigo de la operacién.

En este texto se escriben sélo las precondiciones y postcondiciones de las funciones y
acciones que no implementan operaciones visibles de los TAD (es decir, funciones auxiliares
y algoritmos que usan los TAD), que aparecen juntamente con el cédigo mismo, a menudo
en estilo informal para mayor claridad en su lectura y comprension, o bien simplemente como
comentario si se considera que la mision de la operacién es suficientemente clara. En lo que
respecta a las funciones de los TAD, se formula el modelo matematico correspondiente al
tipo previamente a su especificacion algebraica y se describe, aunque sélo sea
informalmente, el comportamiento de las operaciones en términos de este modelo, lo que
puede considerarse como una especificacion pre-post de alto nivel. Para profundizar en el
tema de las especificaciones pre-post y su uso dentro de la verificacién de programas, se
puede consultar [Bal93] y [Pefi93].

2.1.4 Ejemplo: una implementacion para los conjuntos

Como aplicacion de los diversos mecanismos introducidos en esta seccion, se quiere
implementar el TAD de los conjuntos con operacion de pertenencia y un nimero maximo de
elementos, para los cuales se ha presentado una especificacién en la fig. 1.32. Las
representaciones eficientes de los conjuntos seran estudiadas a lo largo del texto como
aplicacion de diferentes estructuras de datos que en él se presentan; de momento, no nos
preocupa que la implementacién escogida sea eficiente, sino que simplemente se quiere
ilustrar la aplicacion de los constructores del lenguaje, por lo que la estrategia consiste en
usar un vector dentro del cual se almacenan los elementos en posiciones consecutivas, y se
afade un entero que apunta a la posicidon que se ocupara cuando se inserte un nuevo
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elemento. A un objeto (entero, natural, puntero -v. apartado 3.3.3-, etc.) que apunta a otro se
lo denomina apuntador (también cursor, si el objeto apuntado es una posicion de vector), y
se empleara bajo diversas variantes en la practica totalidad de las estructuras de datos
estudiadas en el libro; en este caso, lo llamamos apuntador de sitio libre, por razones obvias.

Vi| Vo e V| W . CA

Fig. 2.5: representacion del conjunto C = {v, Vs, ..., V,}.

El universo parametrizado de la fig. 2.6 sigue esta estrategia. En primer lugar se establece
cual es la especificacién que se esta implementando. A continuacion se escriben los
universos de especificacion que definen simbolos usados en la implementacién. La
representacion del tipo no presenta ningun problema. Por ultimo, se codifican las
operaciones; notemos el uso de una operacién auxiliar, indice, que se introduce para
simplificar la escritura del universo y que se especifica pre-post segun se ha explicado
anteriormente. Destacamos que los errores que se establecen en la especificacion han de
tratarse en la implementacion, ya sea incluyendo su negacion en la precondicion o bien
detectandolos en el cddigo de la funcion, como ocurre en la operacién de ahadir. En el
segundo caso no se detalla el comportamiento del programa y se deja indicado por la palabra
"error", porque su tratamiento depende del lenguaje de programacion en que finalmente se
implementara el programa, que puede ofrecer 0 no un mecanismo de excepciones.

2.2 Correccion de una implementacion

Los elementos que ofrece el lenguaje para escribir universos de implementacion permiten
obtener programas ejecutables de la manera tradicional (mediante un compilador que genere
cédigo o bien a través de un intérprete); ademas, el programador puede verificar si el codigo
de cada operacion individual cumple su especificacion pre-post. Ahora bien, es necesario
definir algun método para comprobar si la implementacién de un TAD es correcta respecto a
su especificacion ecuacional formulada previamente y éste es el objetivo de la seccion®. Asi,
al igual que la programacién de un mddulo que use un TAD es independiente de la
implementacién del mismo, también su verificacién podra realizarse sin necesidad de recurrir
a la representacion del tipo, confiriendo un alto nivel de abstraccion a las demostraciones.

® Una estrategia diferente consiste en derivar programas a partir de la especificacion; si la derivacion
se hace aplicando técnicas formales, el resultado es correcto y no es preciso verificar el cédigo. Esta
técnica no se introduce en el presente texto; puede consultarse, por ejemplo, en [Bal93].
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universo CJT_e_ACOTADO_POR_VECT (ELEM_=, VAL_NAT)
implementa CJT_e_ACOTADO (ELEM_=, VAL_NAT)

usa NAT, BOOL

tipocjt es
tupla
A esvector[de O aval-1] de elem
sl es nat
ftupla
ftipo
funcion @ devuelve cjt es
var C es cjt fvar
Csl=0
devuelve C

funcion _u{ } (C escijt; v es elem) devuelve cjt es
si indice(C, v) = C.sl entonces {se evita la insercion de repetidos}
si C.sl =val entonces error {conjunto lleno}
sino C.A[C.sl]:=v; C.sl :=C.sl + 1
fsi
fsi
devuelve C

—h

funcion _e_ (v eselem; C escjt) devuelve bool es
devuelve indice(C, v) < C.sl

funcién lleno? (C es cjt) devuelve bool es
devuelve C.sl =val

{Funcion auxiliar indice(C, v) — k: devuelve la posicion k que ocupa v en
C.A; si v no aparece entre las posiciones de la 0 a la C.sl-1, devuelve C.sl.
P={cCsl<sval} A {Vij0<ij<Csk1:i#j= C.Ali] = C.A[] }
Q =4 esta?(C,v) = CAK|=V} A { -estd?(C,v)= k=Cusl}
siendo esta? el predicado: esta?(C, v) =3i: 0<i<C.sl-1: C.Alij=v }
funcién privada indice (C es cjt; v es elem) devuelve nat es
var k es nat; encontrado es bool fvar
k := 0; encontrado := falso
mientras (k < C.sl) A ~encontrado hacer
{I = Vj: 0<j<k-1: CA[j] #V A (encontrado = C.Ak] = v). F = C.sl-k}
si C.A[k] = v entonces encontrado := cierto sinok :=k + 1 fsi
fmientras
devuelve k

funiverso

Fig. 2.6: implementacion para los conjuntos con pertenencia.
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El punto clave consiste en considerar las implementaciones de los tipos abstractos también
como algebras, y entonces se podra definir una implementacién como la representacion de
los valores y operaciones del TAD en términos de los valores y las operaciones de otros TAD
mas simples. Para ello, se determina la funcién de abstraccion de una implementacion (ing.,
abstraction function, también conocida como funcién de representacion), que transforma un
valor v de la implementacion del TAD en la clase correspondiente del algebra cociente de
términos; el estudio de esta funcion permite demostrar la correccion de la implementacion.

La funcidn de abstraccion fue definida por primera vez por C.A.R. Hoare en "Proofs of
Correctness of Data Representation”, Acta Informatica, 1(1), 1972. Presenta una serie de
propiedades que son fundamentales para entender su significado:

- Es parcial: puede haber valores de la implementacion que no correspondan a ningun
valor del TAD. La condicion |t que ha de cumplir una representacion para denotar un
valor vélido del tipo t se llama invariante de la representacion (ing., representation
invariant) y la han de respetar todas las operaciones del tipo.

- Es exhaustiva: todas las clases de equivalencia del algebra cociente de términos (que,
recordemos, denotan los diferentes valores del TAD) se pueden representar con la
implementacion escogida.

- No es forzosamente inyectiva: valores diferentes de la implementacién pueden denotar
el mismo valor del TAD. Consecuentemente, la funcién de abstraccion induce una
relaciéon de equivalencia Rt que llamamos relaciéon de igualdad (representation
equivalence en el articulo de Hoare) que agrupa en una clase los valores de la
implementacién que se corresponden con el mismo valor del TAD t.

- Es un homomorfismo respecto a las operaciones de la signatura del TAD; asi, para toda
operacion opeOPH___tn_)t se cumple: abs (op(v,, ..., V) = opt(abst1(v1), s abstn(vn)),
donde abs, es la funcion de abstraccion del tipo t, op, la interpretacion de op dentro del
algebra del tipo, y la funcion de abstraccion que se aplica sobre cada v, es la
correspondiente a su tipo.

En la fig. 2.7 se muestra la funcion de abstraccion abs.; para el tipo de los conjuntos,
absgji: cht — Tgjt, siendo cht el algebra de la implementacion de los conjuntos y T el
algebra cociente de términos (en realidad, la funcion devuelve un término que identifica la
clase resultado); se puede observar que realmente se cumplen las propiedades
enumeradas. Asi, pueden establecerse el invariante de la representacién |cjt y la relacion de
igualdad R ¢t de la representacion de los conjuntos; |Cjt acota el numero de posiciones
ocupadas del vector y prohibe la aparicién de elementos repetidos, mientras que R cjt define
la igualdad de dos estructuras si los sitios libres valen igual y hay los mismos elementos en las
posiciones ocupadas de los vectores:

|cjt (Cescjt) = Csl<val AVi, j:0<i,j<Csl-1:izj= C.Ai] = C.A[j]
R cit (C1,Cosoncjt) =Cy.8l=Cy8l A(Vi:0<i<Cy.8l-1:3j: 0<j<Cyuusl-1: Cq.Afi] = C,.A[])
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Fig. 2.7: funcién de abstraccion aplicada sobre algunos valores de la representacion de los
conjuntos (las clases del algebra cociente se han dibujado directamente como conjuntos).
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Notemos que, al establecer la relacion de igualdad sobre la representacion, se trabaja
directamente sobre el dominio de la funcién de abstraccion, es decir, sélo se deben estudiar
aquellos valores de la implementacién que cumplan el invariante de la representaciéon. Por
este motivo en R cjt NO se tiene en cuenta la posibilidad de que haya elementos repetidos
porque es una situacion prohibida por |Cjt. Destaquemos también que la relacion exacta
entre estos dos predicados y la funcidn de abstraccion es (en el ejemplo de los conjuntos):

ljt (<A, sl>) = <A, sl>e dom(absg;), y
R cit (<A1, S|1>, <A2, S|2>) = abSCjt(<A1, S|1>) = abScjt(<A2, S|2>).

Es decir, la relacidon de igualdad sobre la representaciéon es equivalente a la deduccion
ecuacional en el marco de la semantica inicial.

A continuacion, ha de establecerse claramente cudl es el método de verificacion de una
implementacion con respecto a su especificacion, y es aqui donde aparecen varias
alternativas propuestas por diversos autores, entre las que destacamos tres que estudiamos
a continuacién. Los formalismos que presentamos también son validos si la especificacion
define mas de un género, en cuyo caso cada género del universo de implementacion
dispondra de sus propios predicados y, eventualmente, algunas demostraciones implicaran
invariantes y relaciones de igualdad de diversos géneros.

Cronoldgicamente, el primer enfoque propuesto se basa en el uso de las pre y
postcondiciones de las operaciones implementadas, y por ello se denomina comunmente
método axiomatico. Este enfoque, formulado por el mismo C.A.R. Hoare en el articulo ya
mencionado, requiere la escritura explicita de la funcion de abstraccién, ademas de los
predicados R i € |t; a continuacion, puede establecerse de manera casi automatica la
especificacion pre-post de las operaciones mediante las siguientes reglas:

- Toda operacién tiene como precondicién el invariante de la representacion, asi como la
negacion de todas aquellas condiciones de error que no se detecten en el cuerpo de
la propia funcion; si la operacion es una constante, la precondicién es cierto.

- Las postcondiciones consisten en igualar la funcion de abstraccién aplicada sobre la
representacién resultante con la aplicacion de la operacién sobre los parametros de
entrada, amén del propio invariante de la representacion.

Asi, por ejemplo, la operacién de anadido de un elemento queda con la especificacion:
{ls)} s2i=s10{v}  {absci(s2) = absgi(st) Uiv} A Lejs2))
donde abs; se puede escribir recursivamente como:

absgji(<A, 0>)= 0
absgji(<A, x+1>) = absj(<A, x>)U{A[x]}

' Notemos que el simbolo U esta sobrecargado; por ello, algunos autores distinguen notacionalmente
las referencias a la operacion del TAD de las referencias a su implementacion.
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Una vez se dispone de la especificacidon pre-post, basta con verificar una a una todas las
operaciones del tipo para concluir la correccién de la implementacion. En dicha verificacion,
puede ser necesario utilizar la relacién de igualdad. Como ejemplo ilustrativo, en el apartado
3.1 se presenta la verificacion de la operacion de afadir un elemento a una pila.

El segundo método, propuesto por J.V. Guttag, E. Horowitz y D.R. Muser en "Abstract Data
Types and Software Validation", Communications ACM, 21(12), 1978, es un enfoque
basicamente algebraico. Una vez escritos los predicados |t y R t, basta con restringir los
valores del algebra de la implementacién mediante |t, agrupar los valores resultantes en
clases de equivalencia segun Rt y, finalmente, demostrar la validez del modelo en la
implementacién. Es decir, es preciso efectuar cuatro pasos:

- Reescribir la implementacion del tipo en forma de ecuaciones.

- Demostrar que R i+ es efectivamente una relacion de equivalencia y que se mantiene
bajo transformaciones idénticas que involucren las operaciones de la signatura.

- Demostrar que |t es efectivamente un invariante de la representacién respetado por
todas las operaciones constructoras del tipo.

- Demostrar que las ecuaciones de la especificacion se satisfacen en la implementacion.

Estudiemos el ejemplo de los conjuntos. Como resultado del primer paso, habra un conjunto
de ecuaciones por cada operacion visible y, en ellas, toda variable de tipo cjt se habra
sustituido por la aplicacién de la funcidén de abstraccion sobre la representacion del tipo. Es
necesario controlar que el invariante de la representacion proteja de alguna manera las
ecuaciones (ya sea explicitamente como premisa en una ecuacién condicional, ya sea
implicitamente, por construccion). En la fig. 2.8 se muestra el universo resultante, donde se
aprecia el uso de operaciones sobre vectores, as y cons, cuyo significado es asignar un valor
a una posicion y consultarlo, y que se suponen especificadas en el universo VECTOR;
ademas, se instancian los pares para poder representar los conjuntos mediante el vector y el
apuntador. Notemos que las condiciones en el cédigo se han traducido trivialmente a
ecuaciones condicionales, mientras que los bucles se han transformado en ecuaciones
recursivas. El universo resultante es utilizado en las tres fases siguientes de la verificacion.

Para demostrar que la relaciéon de igualdad se mantiene, basta con estudiar la igualdad de
todas las parejas de términos posibles cuya operacion mas externa sea un simbolo de
operacioén de la signatura, aplicadas sobre dos representaciones iguales segin R cjts a@si,
siendo absgji(<A+, sly>) = absj(<Ay, sl,>) por la relacion de igualdad, debe cumplirse que
absgji(<A4, sli>) U {v} = absji(<Ay, sl>) U {v}, veabsg(<Ay, sli>) =veabsgj(<Ay, slp>) ¥
lleno?(absji(<A1, sli>)) = lleno?(abs,;i(<As,, sl,>)). Por lo que respecta a la conservacion del
invariante, se debe demostrar que, para toda operacién constructora f, el resultado proteje el
invariante, suponiendo que los parametros de tipo cjt lo cumplen inicialmente. En el caso de
que f no tenga parametros de tipo cjt, basta con comprobar que la estructura se crea
cumpliendo el invariante. En el Ultimo paso, se comprueba la validez de las ecuaciones del
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tipo implementado una por una, previa sustitucion de las operaciones que en éllas aparecen
por su implementacién, usando R cit s |cjt, las ecuaciones de la implementacion y las de los
tipos que aparecen en la implementacion (vectores, tuplas, y similares, incluyendo posibles
TAD definidos por el usuario); asi, por ejemplo, debe demostrarse que su{viu{v} = su{v},
utilizando, entre otras, las ecuaciones de los vectores tales como cons(as(A, k, v), k) =v.

universo CJT_e_ACOTADO_POR_VECT (ELEM_=, VAL_NAT)
implementa CJT_e_ACOTADO (ELEM_=, VAL_NAT)

usa NAT, BOOL

instancia VECTOR(INDICE es ELEM_=, VALOR es ELEM) donde
iNDICE.elem es nat, INDICE.= es NAT.=, VALOR.elem es ELEM.elem

instancia PAR (A, B son ELEM) donde A.elem es vector, B.elem es nat

tipo cjt és par
error VAe vector; Vsle nat: [NAT.ig(sl, val) A = ve absg(<A, sl>)] = absgj(<A, sl>)u{v}

ecns VAevector; Vsle nat; Vveelem
@ = abs;(<VECTOR:.crea, 0>)
[ve absgji(<A, sI>)] = absj(<A, sl>)U{v} = absj(<A, sl>)
[~ ve absj(<A, sl>)] = absg;i(<A, sl>) U{v} = abs;;(<VECTOR.as(A, sl, v), sl+1>)
ve absj(<A, 0>) = falso
[sl #0] = v e absgj(<A, slI>) = (v = VECTOR.cons(A, sl-1)) v (ve absg(<A, sl-1>))

lleno?(absji(<A, sl>)) = NAT.ig(sl, val)

funiverso

Fig. 2.8: implementacion por ecuaciones para los conjuntos usando vectores.

El tercer método que se presenta fue propuesto por H. Ehrig, H.-J. Kreowski, B. Mahr y
P. Padawitz en "Algebraic Implementation of Abstract Data Types", Theoretical Computer
Science, 20, 1982, y se basa en el uso de la especificacion algebraica del tipo que se utiliza
para implementar. Concretamente, siendo tsye. €l tipo que se ha de implementar definido en
el universo SPEC = ({tspec}, OPspecs Espec), ¥ siendo timp el tipo implementador definido en el
universo IMPL = ({tinpi}, OPimpi, Eimpi), S€ trata de establecer un isomorfismo entre el algebra
cociente de términos Tgpgc Y otro objeto algebraico construido a partir de la implementacion
de tgpec POI timpi- S€a ABS = (Sgps, OPgps, Eaps) €l universo que define esta nueva algebra; su
construccion sigue las fases siguientes:

- Sintesis: inicialmente, se define ABS = ({tspec, timpi}: OPspec W OPimpis Eimpi). A
continuacion se efectua la implementacion de las operaciones de OPg.. €n términos
de las de OP;;, . Al escribirlas, se necesitan, ademas, una o mas operaciones para
convertir un objeto de género tim, a género tgyqc.
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- Restriccion: en este paso se olvidan todos aquellos valores de la implementacion que
no son alcanzables y, ademas, se esconden los géneros y las operaciones de OP;y,
para que el usuario de la implementacion no pueda utilizarlas.

- Identificacién: finalmente, se incorporan las ecuaciones de la especificacion a E, ¢, para
asegurar que se igualen todas aquellas representaciones realmente equivalentes.

(Notemos la similitud de los pasos de restriccion y de identificacion con el invariante de la
representacién y la relacion de equivalencia de los enfoques anteriores.) Finalmente, se
considera que la implementacion es correcta si el dlgebra cociente de términos T gg de este
universo es isomorfa a Tgpgc.

Si aplicamos este método al ejemplo de los conjuntos, se podria pensar en tomar como
punto de partida la implementacion por ecuaciones del universo de la fig. 2.8. Ahora bien,
hay diversas situaciones anémalas; por ejemplo, dados dos elementos v, y v, las tuplas
resultantes de afiadir primero v; y después v, y viceversa son diferentes y, al particionar el
algebra de la implementacién, van a parar a clases diferentes e impiden establecer un
isomorfismo con el algebra cociente de la especificaciéon de los conjuntos. Estas situaciones
eran irrelevantes en el método de J.V. Guttag et al., donde no se necesitaba definir ningin
isomorfismo, sino que simplemente se comprobaba que el comportamiento determinado por
la implementacion "simulaba" correctamente el comportamiento establecido en la
especificacion. Estos y otros inconvenientes se solucionan en la fig. 2.10, que si sigue el
método y que se explica a continuacién.

En el paso de sintesis se define el nuevo género cjt y una operacién, abs, que convierte un
valor de la implementacion en otro de la especificacion y que es la constructora generadora
(una especie de funcidn de abstraccion que se limita a "copiar" el valor de la implementacion
en la especificaciéon, y que es necesaria para no tener problemas con los tipos de los
parametros y los resultados de las operaciones). A continuacion, se implementan por
ecuaciones las operaciones de los conjuntos en términos de las tuplas. En la fase de
restriccion, se prohiben repeticiones en los vectores, se limita el valor maximo permitido del
sitio libre (en realidad, la ultima condicién no es estrictamente necesaria tal como se ha
sintetizado previamente el tipo) y se olvidan todos aquellos simbolos invisibles para el
usuario del TAD. Por ultimo, se aplican las ecuaciones de los conjuntos para asegurar la
equivalencia de los valores. En la fig. 2.9 se muestra todo el proceso aplicado sobre diversas
representaciones que denotan el mismo valor del tipo.

Una vez presentados estos tres métodos, cabe preguntarse en qué contexto puede ser mas
adecuado uno u otro. En el marco de desarrollo de aplicaciones modulares, una
implementacién puede constar de diversas etapas; por ejemplo, un conjunto se podria
representar mediante una secuencia y, a su vez, una secuencia se podria representar
mediante el esquema de vector y apuntador que acabamos de ver. Esta situacion se habria
dado en caso de haber existido la implementacién para las secuencias y de que se hubiera
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considerado que su uso facilitaba la implementacion de los conjuntos. La correccion de esta
implementacién se puede verificar usando el enfoque de H. Ehrig et al. para la primera etapa
y el enfoque de J.V. Guttag et al. o de C.A.R. Hoare para la segunda, dado que la
implementacidn de los conjuntos se basa en la especificacion algebraica que definen las

secuencias, mientras que la implementacion de las secuencias se hace directamente usando
los constructores del lenguaje.

4 1I ) T

] N

1] 2 1]2
- N\
1]2 I 12 I
Qu{liuz)  Bu{T}ui2luit}
= QU{IV{1}U2) ...
S <
- N\
2 1| 2 1|
Qu2lU{l}  Bu{RIu{Rluit}
Qu{2}u{11u{2} .....
g _J > 4
()

G N — T
Quiluil  Bu{Tlui2lu{1} ouiluizl  Bu{Tlui2iu{1)
QUITIUTIUE) ... © QUTIV{TIUR) ...

g J

- .

QuUZIU{1}  Bu{lu2luf1) QuURIU{1}  Bu{lu2lu1)
Qu2lu{1}u{2} ..... Qu2u{1}u{2} .....

- J \ J

\ J \_ J

Fig. 2.9: implementacion de los conjuntos: (1) sintesis; (2) restriccion; (3) identificacion.
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universo CJT_e_ACOTADO_POR_VECT (ELEM_=, VAL_NAT) es
usa NAT, BOOL

instancia VECTOR(INDICE es ELEM_=, VALOR es ELEM) donde
iINDICE.elem es nat, INDICE.= es NAT.=, VALOR.elem es ELEM.elem
instancia PAR(A, B son ELEM) donde A.elem es vector, B.elem es nat

{Paso 1: sintesis}

tipo cjt
ops abs: par — cjt
. > cjt

_U{_}: cjt ELEM.elem — cjt
_e_: ELEM.elem cjt — bool
lleno?: cjt — bool

errores [lleno?(abs(<A, sl>)) A ~v e abs(<A, sl>)] = abs(<A, sI>)u{v}

ecns @ = abs(<VECTOR:.crea, 0>)
[veabs(<A, sI>)] = abs(<A, sI>)u{v} = abs(<A, sl>)
[-ve abs(<A, sI>)] = abs(<A, sl>)u{v} = abs(<VECTOR.as(A, sl, v), sl+1>)
veabs(<A, NAT.0>) = falso
[sl# 0] = veabs(<A, sl>) = (v = VECTOR.cons(A, sl-1)) v (veabs(<A, sl-1>))
lleno?(abs(<A, sl>)) = NAT.ig(sl, val)

{Paso 2: restriccion}

errores as(as(A, i, v), i, v); [sl > val] = <A, sI>
esconde VECTOR.vector, VECTOR.crea, VECTOR.as, VECTOR.cons
PAR.par, PAR._.c1, PAR._.c2

{Paso 3: identificacion}

errores [lleno?(C) A =ve C] = Cu{v}

ecns Cu{viu{v} = Cuiv}
Cufvq}{va} = Cufvalifvy}
...etc. {v. fig. 1.32}

funiverso

Fig. 2.10: aplicacion de la técnica de tres pasos: sintesis, restriccion e identificacion.

A partir de la introduccién dada aqui, queda claro que las demostraciones de correccion de
las implementaciones son ciertamente complicadas sobrepasando los objetivos de este
texto, y por ello no se adjuntan. Ahora bien, para mayor legibilidad incluiremos siempre los
invariantes de la representacién en forma de predicados booleanos que acompanaran a las
representaciones del tipo; su escritura complementa las explicaciones que aparecen.
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2.3 Estudio de la eficiencia de las implementaciones?

Como ya se ha dicho, un tipo de datos descrito mediante una especificacion algebraica se
puede implementar de varias maneras, que diferiran en la representacion del tipo y/o en los
algoritmos y detalles de codificacidon de algunas de sus funciones. La razén de que existan
multiples implementaciones de un unico TAD es la adaptacion a un contexto determinado de
uso dado que, generalmente, diversas aplicaciones exigiran diferentes requisitos de
eficienciay, por ello, no se puede afirmar que una implementacién concreta es "la mejor
implementacion posible" de un TAD (a pesar de que muchas veces es posible rechazar
completamente una estrategia concreta de implementacién, porque no es la mejor en
ningun contexto). En el ejemplo de los conjuntos, una aplicacién con pocas inserciones y
muchas consultas reclamara la optimizacién de la operacién de pertenencia por encima de la
operacion de insercién, pero hay diversos algoritmos en este libro que exigen que ambas
operaciones sean igualmente rapidas, y entonces es necesario aplicar estrategias que
consuman espacio adicional. Idealmente, el conjunto de todas las implementaciones
existentes de un tipo de datos ha de ser lo suficientemente versatil como para ofrecer la
maxima eficiencia al integrarlo dentro de cualquier entorno®.

Para estudiar la integracion correcta de una implementacién dentro de una aplicacion primero
es necesario determinar los criterios que definen su eficiencia y después formular una
estrategia de medida de los recursos consumidos; de esta manera, sera posible clasificar los
algoritmos y, también, compararlos cuando son funcionalmente equivalentes. Por lo que
respecta al primer punto, los dos factores mas obvios ya se han citado intuitivamente en el
parrafo anterior y son los que usaremos a lo largo del texto: el tiempo de ejecucion de las
diversas funciones del tipo y el espacio necesario para representar los valores. Normalmente
son criterios confrontados (siempre habra que sacrificar la velocidad de una o mas
operaciones del tipo y/o espacio para favorecer otras o bien ahorrar espacio) y por ello su
estudio tendrd que ser cuidadoso. Hay otros factores que pueden llegar a ser igualmente
importantes, sobre todo en un entorno industrial de desarrollo de programas a gran escala,
pero que raramente citaremos en este texto a causa de la dificultad para medirlos; destacan el
tiempo de desarrollo de las aplicaciones (que es un criterio profusamente empleado en la
industria, medido en hombres/afo), el dinero invertido en escribirlas, el posible hardware
adicional que exijan, la facilidad de mantenimiento, etc.

% Se podria argumentar que el estudio de la eficiencia de los programas resulta irrelevante desde el
momento en que la potencia y la memoria de los computadores crece y crece sin fin. Ahora bien, este
crecimiento, en realidad, incita a la resolucion de problemas cada vez mas complejos que exigen
administrar cuidadosamente los recursos del computador y, por ello, el estudio de la eficiencia sigue
vigente. Ademas, existe una clase de problemas (que aqui llamaremos "de orden de magnitud
exponencial", v. 2.3.2) cuya complejidad intrinseca no parece que pueda ser solventada por las
mejoras del hardware.

® Ahora bien, no es necesario construir a priori todas las implementaciones que se crean oportunas
para un tipo, sino que se han de escribir a medida que se precisen (a no ser que se quiera organizar
una biblioteca de médulos de interés general).
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Centrémonos en la eleccion de las estrategias de medida de la eficiencia. Se podria
considerar la posibilidad de medir el tiempo de ejecucidon del programa en segundos (0
fracciones de segundo) y el espacio que ocupa en bytes o similares*, pero estas opciones
ocasionan una serie de problemas que las hacen claramente impracticables:

- Son poco precisas: un programa que ocupa 1 Mbyte y tarda 10 segundos en
ejecutarse, ¢ es eficiente o no? Es méas, comparado con otro programa que resuelva el
mismo enunciado, que ocupe 0.9 Mbytes y tarde 9 segundos en ejecutarse, ¢es
significativamente mejor el primero que el segundo o la diferencia es desdefiable y
facilmente subsanable?

- Son a posteriori : hasta que no se dispone de cddigo ejecutable no se puede estudiar
la eficiencia.

- Dependen de parametros diversos:

¢ De bajo nivel: del hardware subyacente, del sistema operativo de la maquina, del
compilador del lenguaje, etc. Esta dependencia es nefasta, porque evita la
extrapolacion de los resultados a otros entornos de ejecucion.

¢ De los datos de entrada: el comportamiento del programa puede depender vy,
generalmente, dependera del volumen de datos para procesar y posiblemente de
su configuracion.

En consecuencia, la medida de la eficiencia de los programas en general y de las estructuras
de datos en particular sigue un enfoque diferente, que consiste en centrarse precisamente
en el estudio de los datos de entrada del programa. Para conseguir que este método sea
realmente previo al desarrollo total del cddigo, se caracterizan las operaciones del TAD
mediante el algoritmo subyacente y, a partir de éste, se deduce una funcién que proporciona
la eficiencia parametrizada por el volumen de los datos que procesa; de forma similar, para el
espacio se caracteriza la representacién del tipo mediante la estructura de datos empleada.
Para independizar el método de los parametros de bajo nivel citados antes, la eficiencia se
mide con las denominadas notaciones asintdticas que se introducen a continuacion.

Queda un problema por resolver. Como ya se ha dicho, para un mismo volumen de datos de
entrada el comportamiento del programa puede variar substancialmente segun el dominio
concreto que se maneje; por ejemplo, la busqueda de un elemento dentro de un vector de
n posiciones exige un numero de comparaciones que oscila entre 1 y n, segun donde se
encuentre el elemento (si esta). Por este motivo, parece adecuado formular un caso medio a
partir de la frecuencia de aparicién esperada de los datos. Ahora bien, normalmente es
imposible caracterizar la distribucién de probabilidad de los datos de entrada, ya sea porque
se desconoce, 0 bien porque se conoce, pero su analisis se vuelve matematicamente
impracticable; debido a esto y a que, habitualmente, no se busca tanto una eficiencia
determinada como una cota inferior que asegure que bajo ningun concepto el

* Por ejemplo, D.E. Knuth formula la eficiencia de los algoritmos a partir del numero de instrucciones en
un computador idealizado (v. [Knu68] y [Knu73]).
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comportamiento del programa sera inaceptable, se opta tradicionalmente por estudiar el caso
peor en la distribucion de los datos de entrada; eso si, cuando se crea conveniente y sea
posible, se hara referencia al caso medio (el caso mejor se descarta por ilusorio y sélo se
referira casualmente como anécdota).

2.3.1 Notaciones asintoéticas

Las notaciones asintéticas (ing., asymptotic notation) son las estrategias de medida de la
eficiencia seguidas en este texto: a partir de una funcion de dominio y codominio los
naturales positivos, f: N+ — N *, que caracteriza la eficiencia espacial de la representacion
de un tipo o bien la eficiencia temporal de una operacién en funcion del volumen de los
datos utilizados, una notacion asintética define un conjunto de funciones que acotan de
alguna manera el crecimiento de f. El calificativo "asintotica” significa que la eficiencia se
estudia para volumenes de datos grandes por ser éste el caso en que la ineficiencia de un
programa es realmente critica. El estudio del caso asintético permite desdefar los factores
de bajo nivel citados al principio de esta seccion; la independencia del entorno de ejecucion
se traduce en un estudio, no tanto de los valores de f, como de su ritmo de crecimiento, y da
como resultado unas definiciones de las notaciones asintoticas que desdenan, por un lado,
los valores mas bajos del dominio por poco significativos y, por el otro, las constantes
multiplicativas y aditivas que pueden efectivamente considerarse irrelevantes a medida que
el volumen de datos aumenta.

Hay varias notaciones asintoticas, explicadas en detalle en diferentes libros y articulos. El
articulo pionero en la aplicacion de estas notaciones en el campo de la programacion fue
escrito por D.E. Knuth en el afio 1976 ("Big Omicron and Big Omega and Big Theta",
SIGACT News, 8(2)), que presenta, ademas, una descripcion histérica (ampliada por
P.M.B. Vitanyi y L.G.L.T. Meertens en "Big Omega versus the Wild Functions", SIGACT
News, 16(4), 1985). G. Brassard mejord la propuesta de Knuth definiendo las notaciones
como conjuntos de funciones (v. "Crusade for a Better Notation", SIGACT News, 17(1),
1985), que es el enfoque que se sigue actualmente; en [BrB87], el mismo Brassard, junto
con P. Bratley, profundiza en el estudio de las notaciones asintéticas.

En este texto introducimos las tres notaciones asintéticas mas habituales. Las dos primeras
definen cotas superiores y inferiores de los programas: la notacion O grande (ing., bigOh o
big Omicron), o simplemente O, para la buisqueda de cotas superiores y la notacién omega
grande (ing., big Omega), o simplemente Q, para la busqueda de cotas inferiores.
Concretamente, dada una funcionf: N+ — N *,1a O de f, denotada por O(f), es el conjunto
de funciones que crecen como maximo con la misma rapidez que f yla omegade f, denotada
por Q(f), es el conjunto de funciones que crecen con mayor o igual rapidez que f. Dicho en
otras palabras, f es una cota superior de todas las funciones que hay en O(f) y una cota
inferior de todas las funciones que hay en Q (f).
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Of) ={g: N* = N*/3cy: coc R*: 3ng: nge N*+: ¥n: n > ny: g(n) < cof(n)}
Q) ={g: N* - N*/3cy: coc R*: 3ng: nge N*: vn: n > ny: g(n) = cof(n))°

La constante ng identifica el punto a partir del cual f es cota de g, mientras que ¢, es la
constante multiplicativa (v. fig. 2.11); ny permite olvidar los primeros valores de la funcion por
poco significativos, y ¢, desprecia los cambios constantes dentro de un mismo orden
debidos a variaciones en los factores de bajo nivel y también a la aparicion reiterada en los
algoritmos de construcciones que tienen la misma eficiencia.

Por ejemplo, dadas las funciones f(n) = 4n, g(n) = n+5 y h(n) = n2, se puede comprobar
aplicando la definicion que f y g estan dentro de O(f), O(g) y O(h) y también dentro de Q(f)y
Q(g) (en concreto, O(f ) = O(g) y Q(f) = Q(g), porque ambas funciones presentan el mismo
ritmo de crecimiento despreciando la constante multiplicativa), mientras que h no esta dentro
de O(f) ni de O(g), pero si dentro de Q(f)y Q(g). A partir de la definicidon, y como ilustra este
ejemplo, es obvio que las dos notaciones estan fuertemente relacionadas segun la férmula
feO(g) & g € Q(f ), cuya demostracion queda como ejercicio para el lector.

Por lo que respecta a su utilidad como herramienta de medida de la eficiencia de los
programas, las notaciones O y Q presentan varias propiedades especialmente interesantes
que se enumeran a continuacion; su demostracion queda como ejercicio para el lector. Asi,
el célculo de la eficiencia de un algoritmo se basara en la aplicacién de estas propiedades y
no directamente en la definicién, facilitando el proceso. Para abreviar se dan solamente las
propiedades de O; las de Q son idénticas.

1) La notacion O es una relacion reflexiva y transitiva, pero no simétrica:
vf,g,h: N* = N*: fe O(f) A (fe O(g) = ge Of)) A (fe O(g) A ge O(h) = fe O(h))
2) La notacion O es resistente a las multiplicaciones por, y adiciones de, constantes:
vi,g: N* 5 N+ veeR*:{ geO(f) & c.geO(f) b A 4 geO(f) = c+geO(f) }
3) Reglas de la notacion O respecto a la suma y el producto de funciones:
Vi;,91.52,02: Nt = N*: g1e O(f;) A g2€ O(f):
3.a) gy+9g2e O(max(fy, f2)), siendo (g4+92)(n) = g1(n)+ga(n), y
max(fy, f2)(n) = méx { f1(n), f2(n) ¢
3.b) g1.92€ O(fy.f2)), siendo (gy.92)(n) = g4(n).g2(n)
Otra manera de enunciar estas reglas es:
3.a) O(f;)+O(f2) = O(f; + fo) = O(max(fy, f2)), y
3.b) O(f1).O(f2) = O(f.12))
La caracterizacién de los conjuntos O(f4)+O(f,) y O(f1).O(f,) aparece en [Pen93, p.8].

® Hay una definicién diferente de la notacion Q (v. ejercicio 2.6) que amplia el conjunto de funciones
que pertenecen a Q(f); no obstante, estas funciones "especiales" no surgen demasiado a menudo en
el andlisis de la eficiencia de un programa y, por este motivo y también por su simplicidad, preferimos la
definicion aqui dada.
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Notemos que la definicidon de las notaciones asintdticas es independiente de si se trata el
caso peor o el caso medio; en el caso peor, no obstante, se produce una asimetria entre
ellas: si f e O(g), entonces g es una cota superior del caso peor y por ello no puede haber
ningun valor de la entrada que se comporte peor que g, mientras que si f € (g), entonces g
es una cota inferior del caso peor, pero puede haber diversos valores de la entrada,
potencialmente infinitos, que se comporten mejor que g, si el algoritmo trabaja en un caso
que no sea el peor.

Las dos notaciones hasta ahora presentadas permiten buscar cotas superiores e inferiores
de programas; ahora bien, la formulacion de una de estas cotas no proporciona suficiente
informacion como para determinar la eficiencia exacta de un programa. Por ello, introducimos
una ultima notacion que serd la mas usada en este texto, llamada teta grande (ing., big Theta)
0, simplemente, O. La teta de f, notada mediante &(f), es el conjunto de funciones que
crecen exactamente al mismo ritmo que f; dicho de otra manera, fe©(g) siy sélosi g esala
vez cota inferior y superior de f; este conjunto es formulable a partir de O(f) y Q(f) como
O(f) = O(f) n Q(f) (v. fig. 2.11) y asi la definicion queda:

o(f) = {g: N* - N*/3cq,cq: co,c1e R™: Ing: nge N2 vn: n > ny: ¢4f(n) = g(n) > cof(n)}

f
Co - f(n) o) cy. f(n)
a(n) 7
: | Co. f(n) | Co. f(n)
| ! ! .
1 i ]
i 1 t
N, ge O® N, ge Q) N ge o)

Fig. 2.11: notaciones O, Qy 6.

En el ejemplo anterior se cumple que fe0(g), ya que feO(g) y fe Q(g) y, simétricamente,
g €0(f), dado que g €O(f) y g € Q(f). Precisamente, la simetria de la notacion © es un rasgo
diferencial respecto a O y Q, porque determina que © es una relacion de equivalencia; el
resto de propiedades antes enunciadas son, no obstante, idénticas. Destaca también una
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caracterizacion de © por limites: lim,_.f(n)/g(n)e R-{O} = f €©(g). Por lo que respecta a la
nomenclatura, dadas dos funciones f,g: N*— N * tales que f €©(g), decimos que f es de
orden (de magnitud ) g o, simplemente, que f es g (siempre en el contexto del estudio de la
eficiencia, claro); también se dice que f es de (o tiene) coste (o complejidad; ing., cost o
complexity) g°.

Hasta ahora, las notaciones asintéticas se han definido para funciones de una sola variable.
No obstante, en el caso general, la eficiencia de un algoritmo puede depender de diferentes
magnitudes, cada una de las cuales representa el tamafio de un dominio de datos
determinado (por ejemplo, en una biblioteca, numero de libros, de socios, de ejemplares por
libro, etc.). La definicién de O, Q y © en esta nueva situacion introduce tantas constantes
como variables tenga la funcion para determinar los valores a partir de los que la cota dada es
valida. Por ejemplo, la definicion de © para una funcion f de k variables queda:

ofy ={g: N*x..x N*= N™*/3¢,,ci:c0,cieR*: 3xy, .oy 3 Xq, oy xeeN
VN1, ceey M NP2 X3 A e AN 2 X CoF(Ng, 0y NE) 2 9(N4, -y NE) 2 Cof(N4, <., DK}

La existencia de diferentes variables genera érdenes de magnitud incomparables cuando no
es posible relacionarlas completamente; asi, ©(a2.n) ¢ O(a.n2) y 6(a.n2) £ O(a2.n). Esta
situacion dificulta el andlisis de la eficiencia y provoca que algunos resultados queden
pendientes del contexto de utilizacidn del algoritmo, que sera el que determinara todas las
relaciones entre los diferentes parametros de la eficiencia; concretamente, para asegurar
que todos los 6rdenes se puedan comparar, esta relacién deberia ser un orden total que
permitiera expresar todos los parametros en funcion de uno solo. Asi mismo, la regla de la
suma de las notaciones asintéticas se ve afectada porque puede ser imposible determinar el
maximo de dos funciones tal como exige su definicion.

Por ultimo, es conveniente constatar que el analisis asintético de la eficiencia de los
programas a veces esconde e, incluso, distorsiona otros hechos igualmente importantes, y
puede conducir a conclusiones erréneas. Destacamos los puntos siguientes:

- Como ya se ha dicho, el comportamiento asintético se manifiesta a medida que crece la
cantidad de datos de entrada. Eventualmente, el contexto de utilizacién de un
programa puede asegurar que el volumen de datos es siempre reducido, y entonces el
analisis asintético es engafnoso: una funcion asintéticamente costosa puede llegar a ser
mas rapida que otra de orden inferior si las diversas constantes aditivas y, sobre todo,
multiplicativas, olvidadas en el proceso de célculo de la eficiencia, son mucho mayores
en la segunda que en la primera. Por ejemplo, hay diversos algoritmos de productos de
enteros o matrices que son asintéticamente mas eficientes que los tradicionales, pero

¢ Algunos autores proponen la terminologia "orden exacto"; en el caso de que feO(g), dicen que f tiene
"como maximo" orden g, y si f €Q(g) dicen que f tiene "como minimo" orden g.

7 En este caso, y por motivos de claridad, puede ser conveniente explicitar las variables en la
definicion misma, y asi escribir O(f(n4, ..., ng)).
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que no se empiezan a comportar mejor hasta dimensiones de los datos demasiado
grandes para que sean realmente practicos. En general, no obstante, las constantes
que pueden surgir en el analisis de la eficiencia tienen normalmente un valor pequeno.

En algunos contextos es necesario un analisis mas depurado del comportamiento de
un algoritmo si realmente se quieren extraer conclusiones pertinentes. Por ejemplo, en
la familia de los algoritmos de ordenacion (ing., sorting algorithm) hay varios con el
mismo coste asintético y, por ello, también se consideran las constantes y se estudia en
qué situaciones son mas apropiados unos u otros.

Una version muy eficiente de un programa puede dar como resultado un trozo de
codigo excesivamente complicado y rigido que vulnere los principios de la
programacién modular enumerados en la seccién 1.1, especialmente en lo que se
refiere a su mantenimiento y reusabilidad.

El estudio asintético muestra claramente que el ahorro de una variable o instruccion
que complique el cddigo resultante no aporta ninguna ganancia considerable y reduce
la legibilidad; por tanto, dicho ahorro es claramente desaconsejable. Sin embargo, no
es justificable la ineficiencia causada por la programacion descuidada, por mucho que
no afecte al coste asintético del programa; un ejemplo habitual es el calculo reiterado
de un valor que se podria haber guardado en una variable, si dicho calculo tiene un
coste apreciable.

Si la vida de un programa se prevé breve priman otros factores, siendo especialmente
importante el coste de desarrollo y depuracion. En el mismo sentido, si se tiene la
certeza de que un trozo de programa se usara sélo en situaciones excepcionales sin
que sea necesario que cumpla requisitos de eficiencia exigentes, el estudio de la
eficiencia del programa puede prescindir de él y centrarse en las partes realmente
determinantes en el tiempo de ejecuciéon. Cualquiera de estas dos suposiciones,
evidentemente, ha de estar realmente fundada.

- Otros factores, como la precision y la estabilidad en los algoritmos de célculo numérico,
o bien el numero de procesadores en algoritmos paralelos, puede ser tan importantes
(o mas) como la eficiencia en el andlisis de los programas.

2.3.2 Ordenes de magnitud méas habituales

Toda funcién f: N+t — N+ cae dentro de una de las clases de equivalencia determinadas por
la relacién ©. Para poder hablar con claridad de la eficiencia de los programas se identifican a
continuacion las clases mas usuales que surgen de su analisis; todas ellas se caracterizan
mediante un representante lo méas simple posible, se les da un nombre para referirse a ellas
en el resto del libro y se muestran algunas funciones que son congruentes.
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- ©(1): constante. Incluye todas aquellas funciones independientes del volumen de los
datos que se comportan siempre de la misma manera; por ejemplo, secuencias de
instrucciones sin iteraciones ni llamadas a funciones o acciones, y tuplas de campos no
estructurados. Dentro de estas clases se encuentran las funciones 4, 8+log2, etc.

- O©(logn): logaritmico®. Aparecera en algoritmos que descarten muchos valores en un
unico paso (generalmente, la mitad) durante un proceso de busqueda; las estructuras
arborescentes del capitulo 5 son un ejemplo paradigmatico. Se incluyen funciones
como logn+k, logn+klogn, etc., siendo k una constante no negativa cualquiera.

- O(nk), para k constante: polindmico ; seran habituales los casos k = 1, 2 y 3 llamados,
respectivamente, lineal, cuadratico y cubico. Notemos que el caso k = 0 es el coste
constante. El analisis de una funcién o estructura de datos en la que haya vectores y la
aparicion de bucles comporta normalmente un factor polindémico dentro del coste. Son
funciones congruentes nk+logn, nk+7, nk+nk-1, etc.; consultar también el ejercicio 2.5.

- O(nlogn) y ©(n2logn): casi-lineal y casi-cuadratico. Generalmente aparecen en bucles
tales que cada paso comporta un coste logaritmico o casi-lineal, respectivamente.

- O(kn), para k constante: exponencial; es el caso peor de todos, asociado generalmente
a problemas que se han de resolver mediante el ensayo reiterado de soluciones.

En la fig. 2.12 se muestra la evaluaciéon de estas funciones para algunos valores
representativos de n. Notemos la similitud de comportamiento de los casos constante y
logaritmico, lineal y casi-lineal y cuadratico y casi-cuadratico, que en memoria interna se
pueden considerar practicamente idénticos, sobre todo teniendo en cuenta que en el
calculo de los costes se desprecian constantes y factores aditivos mas pequefios, que
pueden llegar a hacer un algoritmo asintéticamente logaritmico mejor que otro constante,

como ya se ha dicho en el punto anterior.

n o(1) O(logn) O(n)  ©(nlogn)

1 1 1° 1 1
10 1 2.3 10 23
100 1 4.6 100 460
1000 1 6.9 1000 6900
10000 1 9.2 10000 92000
100000 1 11.5 105  11.5x108

Fig. 2.12: algunos valores de los costes asintéticos mas frecuentes.

0(n2) BO(n2logn)

10000 46000

o(2n)

2
1024
1.26x1030
— O0
— 00
— 0

® No importa la base (que habitualmente sera 2), ya que un cambio de base se concreta en una

multiplicacion por una constante (v. ejercicio 2.5).

° El tiempo de ejecucion de un programa no se puede considerar nunca 0.
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En caso que la eficiencia depenga de mas de un parametro, sera necesario explicitar éstos al
catalogar la funcion; frecuentemente, para evitar ambigtedades, en vez de usar los nombres
que se acaban de dar, leeremos directamente la funcién representante de la clase; asi, un
algoritmo que tenga un coste 2a2.3logn lo describiremos como "a cuadrado por el logaritmo
den".

2.3.3 Analisis asintoético de la eficiencia temporal

Una vez formuladas las diferentes notaciones asintéticas de interés e identificadas sus
propiedades mas relevantes, es indispensable determinar como se puede deducir la
eficiencia de una funcién o representacion a partir del algoritmo o la estructura de datos
correspondiente. Estudiamos en este apartado la eficiencia temporal y en el siguiente la
eficiencia espacial.

El calculo de la eficiencia temporal de un programa se puede realizar aplicando las reglas que
se enumeran a continuacion, donde se muestra el tipo de construccién del lenguaje y
también las construcciones Merli concretas para asi poder analizar mas facilmente los
programas que aparecen en este texto completamente codificados. Destacamos que la
mayoria de las reglas dan como resultado sumatorios que, aplicando las propiedades de las
notaciones asintdticas, son equivalentes al orden de magnitud del sumando mas costoso.
Denotaremos por T(S) la eficiencia temporal del trozo S de cédigo; a veces, cuando el trozo
sea una funcion o accion entera f, denotaremos su eficiencia por Tf 10,

- Referencia a valores y operadores predefinidos: se toma como coste constante
cualquier referencia a un objeto asi como la aplicacion de operaciones aritméticas,
relacionales y légicas sobre los tipos que lo permitan. También se consideran
constantes las indexaciones de vectores (sin incluir el calculo del indice mismo, que
tendra su propio coste) y las referencias a tuplas. Los vectores y las tuplas podran
compararse con =y #; en el caso de los vectores, el coste de la comparacién es el
producto de la dimensién del vector por el coste de comparar un elemento; en el caso
de las tuplas, el resultado es igual al maximo del coste de las comparaciones de los
campos individuales.

- Evaluacién de una expresion: suma de los costes de las subexpresiones que la
componen y de los operadores que las combinan:

T(Eqop1 Ex0ps...EnOprEpq)=[Zi:1<i<n+1:T(E)] + [Zi:1<i<n:T(opy)]

Los costes T(op;) y T(E;) vienen dados por la regla anterior y, en el caso de que
aparezcan invocaciones a funciones, por la regla siguiente.

' También se escribe T (n4, ..., ny), siendo los n; los diversos parametros que determinan el coste.
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- Invocacidén a una funcién: suma del tiempo empleado en evaluar y, posiblemente,
duplicar los diversos parametros reales mas el tiempo empleado en ejecutar la funcién;
si alguno de los parametros es una expresién, se debe aplicar la regla anterior.

T (Ey, ..., En) =[Zi: 1<i <n: T(E;) + T(duplicacion E)] + T,

Por mucho que los parametros de la funcién sean implicitamente parametros sdlo de
entrada, se considera que su paso sélo exige hacer una copia cuando la funcién los
modifica; es decir, las categorias de los parametros se consideran exclusivamente
como informacion relativa a su uso, al contrario que los lenguajes imperativos
tradicionales, que las tratan también como informacién orientada a la generacion de
cédigo. Como resultado, el tiempo de duplicacién de un parametro serd constante en
muchos casos. No consideramos el posible tiempo de duplicar el resultado, ya que
supondremos que éste serd disponible implicitamente en el ambito de la llamada.

De momento, se puede considerar el tiempo de duplicacion igual al espacio asintotico
que ocupa el tipo correspondiente, calculado segun las reglas que se dan en el
apartado siguiente. En el apartado 3.3.4 introduciremos en los TAD (por otros motivos)
una funcién de asignacién de valores y veremos entonces que la duplicacién de los
parametros consistira en llamar a esta funcién, que tendra su propio coste.

Por otro lado, no consideramos la formulacidn de ecuaciones de recurrencia tipicas del
caso de las funciones recursivas (por ejemplo, consultar [Pefi93]) dado que, en este
texto, el célculo de la eficiencia de este tipo de funciones se hara usando otros
razonamientos.

Composicion secuencial de instrucciones: suma de cada una de las instrucciones que
componen la secuencia.

T(Sq; s Sp)=Xi:1<i <N T(S)

Asignacion: suma de los tiempos de evaluacion de la parte izquierda y de la parte
derecha. Una vez mas, no obstante, la asignacion puede ser de vectores o tuplas
completos, en cuyo caso ni la parte izquierda ni la parte derecha presentaran
expresiones. En la asignacién de vectores se multiplica el coste de la asignacion a un
componente por la dimension, y en la de tuplas, al ser el coste la suma, domina la
asignacion de campos mas costosa.

T(E; := Ex)= T(E4) + T(E), si el tipo es predefinido o escalar
T(vq:= Vo) =n.T(vq [i] := Vo [i]), para vectores de n componentes
T(vq:=vo)= 2 i:1<i <n:T(vq.¢ =V, .g), para tuplas de campos cy, ..., C,

- Sentencias alternativas: suma de las diferentes expresiones condicionales e
instrucciones asociadas. A causa del calculo del caso peor, se examinan todas las ramas
posibles y predomina el coste de la condicién o la expresion mas costosa.
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T(si E entonces Sy sino S, fsi) = T(E) + T(S1) + T(S,)"

T(opcién caso E4 hacer S, ... caso E,, hacer S, en cualquier otro caso S,,,4 fopcién)

=[ 2i1<i<n+1:T(S)] +[2Zi:1<i <n: T(E)]

- Sentencias iterativas: suma de la condicion del bucle y de las instrucciones que forman
el cuerpo, multiplicadas por el nimero n de veces que se ejecuta el bucle; no obstante,
hay diversas modalidades de bucle que sélo evaluan la condiciéon una unica vez, al
inicio.

T(hacer E veces S fhacer)= T(E) + (n.T(S))

T(mientras E hacer S fmientras), T(repetir S hasta que E) = n.(T(E) + T(S))
T(para todo v desde E hasta E, hacer S fpara todo) = T(E{) +T(E,) + (n.T(S))

T(para todov dentro de T hacer S fpara todo) = T(E) + (n.T(S))

En los dos ultimos casos, la referencia a v no afecta al coste porque la variable ha de ser
de tipo natural, entero o escalar y su asignacion, por tanto, constante.

Hay que destacar que, a veces, n es una magnitud desconocida y entonces se asume
el valor mas grande que puede tomar (hipotesis de caso peor), a pesar de que también
se puede conjeturar un valor fijo si se pretende comparar diversos algoritmos mas que
formular una eficiencia concreta. También es frecuente que el coste de ejecucién de
un bucle no sea siempre el mismo; si se dan los dos casos, se puede multiplicar el
numero maximo de vueltas por el coste mas grande de un bucle y se obtiene una cota
superior O. Por ultimo, destacar que en ciertos contextos el analisis de un bucle puede
no seguir las reglas semiautomaticas dadas aqui, sino que se emplea una estrategia
diferente que exige un analisis mas profundo del significado del cédigo; asi lo haremos
en este mismo capitulo al analizar el algoritmo de ordenacién por el método de la
insercion, y también en el capitulo 6 al estudiar diversos algoritmos sobre grafos.

Invocacién a una accion: por los mismos razonamientos que la invocacion a funciones:
T(P(Ey, ..., E) =[Xi:1<i <n: T(E;) + T(duplicacion Ej)] + Tp

Como en las funciones, so6lo se duplicaran los parametros de entrada que se
modifiquen.

- Retorno de valor: simplemente el tiempo de evaluar la expresién: T(devuelve E)= T(E).

- Errores: supondremos que el tratamiento de errores es de tiempo constante.

" Para ser mas exactos, el coste del algoritmo se puede precisar en términos de las notaciones Oy Q,
y obtener O(max(T(E), T(S4), T(Ss)) como cota superior y Q(max(T(E), min(T(S4), T(Ss))) como cota
inferior. Si ambos valores son iguales, se puede afirmar efectivamente que O tiene el coste dado; si no
lo son, realmente se esta tomando como coste la cota superior del caso peor, dentro del contexto
pesimista en que nos movemos. Se pueden aplicar razonamientos similares en la sentencia alternativa
multiple.
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2.3.4 Anadlisis asintético de la eficiencia espacial

También el espacio que ocupa una estructura de datos se puede calcular automaticamente a
partir de unas reglas formuladas sobre los diferentes constructores de tipo del lenguaje,
tomando como coste O(1) el espacio que ocupa un objeto de tipo predefinido o escalar.
Concretamente, si T es un tipo de datos representado en Merli dentro de un universo de
implementacion, el espacio E(T ) que ocupa un objeto de tipo T se puede calcular segun las
reglas:

- Vectores: producto del espacio que ocupa cada componente por la dimension n.
E(T)= E(vector[indice] det)=n.E(t)

- Tuplas: suma del espacio de los campos; las tuplas variantes no afectan al coste
asintotico.

E(T)=E(tuplacsesty;...;c est, ftupla)=Xi: 1 <i <n: E(Y)

Sin embargo, a menudo, cuando se estudia el espacio de una estructura de datos, no sélo
interesa el coste asintético sino también su coste "real" sin despreciar las constantes
multiplicativas ni los factores aditivos de orden inferior. La razén es que no sera habitual que
dos estrategias de representacion de un tipo de datos sean tan radicalmente diferentes
como para resultar en costes asintéticos desiguales, sino que las diferencias estaran en el
nuamero de campos adicionales empleados para su gestidn eficiente; estas variaciones no
influyen en el coste asintético, pero pueden ser suficientemente significativas como para
considerarlas importantes en la eleccién de la representacion concreta. Para el calculo
correcto de este coste "real" se debe determinar el espacio que ocupa un objeto de cada
uno de los tipos predefinidos, un objeto de tipo escalar y un objeto de tipo puntero (v.
apartado 3.3.3), y aplicar las mismas reglas en los vectores y en las tuplas, poniendo especial
atencién en el caso de las tuplas variantes: dada una parte variante de n conjuntos de
campos {c4}, ..., {C,}, €l espacio que ocupa es la suma del campo discriminante mas el maximo
del espacio de los {c;}. El espacio se puede dar en términos absolutos o bien relativos,
eligiendo el espacio de alguno de los tipos como unidad y expresando el resto en funcion
suya.

Por ultimo, cabe destacar que el estudio de la eficiencia espacial se aplica, no sélo a las
representaciones de estructuras de datos, sino también a las variables auxiliares que declara
una funcion o accién. Es decir, se considera que toda funciéon o accion, aparte de sus
parametros (que necesitaran un espacio independiente del algoritmo usado dentro de la
funcién o accion), utiliza un espacio adicional que puede depender de la estrategia concreta
y que, eventualmente, puede llegar a cotas lineales o cuadraticas. En este libro, el espacio
adicional se destacara cuando sea especialmente voluminoso o cuando sea un criterio de
eleccién u optimizacion de una operacion.
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Para ilustrar las reglas definidas en estos dos ultimos puntos, se determina la eficiencia de la
implementacién de los conjuntos de la fig. 2.6. La eficiencia espacial es muy sencilla de
establecer:

- Asintética: la representacion de los conjuntos es una tupla y, por ello, el espacio E(cjt)
queda E(cjt) = val.E(elem) + ©(1) = ©(val.n), siendo E(elem) = B(n)y ©(1) el coste del
campo sl.

- Real: sea x el espacio que ocupa un natural y sea n el espacio que ocupa un objeto de
tipo elem, el espacio resultante sera val.n + x, muy parecido en este caso al espacio
asintético.

Es decir, el coste espacial depende de lo que ocupe un objeto de tipo elem; ésta sera la
situacion habitual de los tipos parametrizados. Por otro lado, notemos que todas las
funciones son lo mas dptimas posible dado que sdlo requieren un espacio adicional
constante, incluso la operacion auxiliar'®. Por ultimo, destaquemos que la eficiencia espacial
de un conjunto es independiente del nimero de elementos que realmente contiene.

En lo que respecta al coste temporal, empezamos por calcular la eficiencia de indice, que
sirve de base para el resto. El cuerpo de la funcién es una secuencia de cuatro instrucciones
(dos asignaciones, un bucle y el retorno) y el coste total sera su suma. Las asignaciones y la
instruccidon de retorno tienen un coste obviamente constante, porque son valores o
referencias a variables de tipos predefinidos. Por lo que se refiere al bucle, el coste se calcula
de la manera siguiente:

- La evaluacién de la condicién de entrada queda constante, porque consiste en aplicar
una operacion booleana (por definicion, ©(1)) sobre dos operandos, siendo cada uno
de ellos una operacién de coste constante aplicada sobre unos operandos, que son
valores o bien referencias a variables de tipos predefinidos.

- El cuerpo consiste en una sentencia condicional y su eficiencia es la suma de tres
factores: la evaluacion de la condicién y dos asignaciones de coste constante igual que
las examinadas anteriormente. El coste de la evaluacion es igual al coste T. de la
operacion de igualdad, que es desconocido por depender del pardmetro formal.

- El nimero de iteraciones es desconocido a priori. En el caso peor, el elemento que se
busca no esta dentro de la parte ocupada del vector y entonces el numero de
iteraciones para un conjunto de k elementos es igual a k.

Considerando todos estos factores, el coste total del bucle para un conjunto de k elementos
es k.(©(1)+1.) = ©(k.T_). El coste total de indice es, pues, ©(1)+0(1)+0(k.T_)+0(1) = O(k.T.).
El coste del resto de funciones se calcula aplicando razonamientos parecidos y quedan
@(k.T=) igualmente, excepto crea, que no invoca indice y es constante.

2 Por mucho que una funcién no declare ninguna variable, se considera un coste constante y no ©(0)
por factores de bajo nivel (para guardar la direccion de retorno, por ejemplo).
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Para cerrar el estudio de la eficiencia asintética de las implementaciones, consideremos un
algoritmo algo mas complicado, como es el algoritmo de ordenacion de un vector A, usando
el método de insercidn (ing., insertion sorting). El método de insercioén (v. fig. 2.13) situa los
elementos en su lugar uno a uno, empezando por la posicidon 1 hasta el maximo: al inicio del
paso i-ésimo del bucle principal, las posiciones entre la A[1] y la A[i-1] contienen las mismas
posiciones que al empezar, pero ordenadas (como establece el invariante) y entonces el
elemento A[i] se intercambia reiteradamente con elementos de este trozo ordenado hasta
situarlo en su lugar. Para facilitar la codificacién, se supone la existencia de una posicion 0
adicional, que se emplea para almacenar el elemento mas pequeho posible del tipo (valor
que seria un parametro formal del universo) y que simplifica el algoritmo; asi mismo,
supondremos que los elementos presentan dos operaciones de comparacion, _<_y _<_,
con el significado habitual.

{Accion ordena_insercion: dado un vector A, lo ordena por el método de la insercion.
P = A = A, (se fija un valor de inicio para referirse a él en Q )
Q = elems(A, 1, max) = elems(Ag, 1, max) A ordenado(A, 1, max), donde
elems(A, i, j) = {A[i], A[i+1], ..., A[jl}, como multiconjunto™, y
ordenado(A, i, j) = Vk: i <k <j-1: Alk] < Alk+1] }

accién ordena_insercién (ent/sort A es vector [de 0 amax] de elem) es
vari, j son nat; temp es elem fvar
A[0O] := el_menor_de_todos
para todo idesde 2 hasta méax hacer
{l= elems(A, 1, i-1) = elems(Ag, 1, i-1) A ordenado(A, 1, i-1) A
A Vk: 1 <k <max: AK] > A[0]
F = max-i}

j=i
mientras A[j] < A[j-1] hacer
{I=1<j< iAordenado(A, j, i) A Vk: 1 <k < max: Alk] > A[0]. F=j}
temp := A[j]; A[j] := A[j-1]; A[-1] := temp; j := j-1
fmientras

fpara todo
faccion

Fig. 2.13: algoritmo de ordenacién de un vector por el método de insercién.

Estudiemos el coste temporal del algoritmo (obviamente, el coste espacial adicional es (1)),
que abreviamos por Tord. El coste es igual a la suma del coste de la primera asignacion y del
bucle; dado que dentro del bucle aparecen mas asignaciones del mismo tipo, se puede decir
simplemente que Tord es igual al coste del bucle principal, que se ejecuta max-1 veces.

'® Un multiconjunto es un conjunto que conserva las repeticiones. Asi, los multiconjuntos {1} y {1,1}
son diferentes.
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Dentro de este bucle se encuentran las expresiones que determinan los valores que toma la
variable de control, una asignacion de naturales (ambas construcciones de coste constante)
y un segundo bucle que se ejecuta un numero indeterminado de veces, que es funcion del
valor i y de la suerte que tengamos. Precisamente es esta indeterminacion lo que dificulta el
andlisis de la eficiencia del algoritmo y conduce a un cambio de enfoque: en lugar de aplicar
las reglas de célculo de la eficiencia dadas, se calcula el numero N de veces que se ejecutan
las instrucciones del cuerpo del bucle interno a lo largo de todo el algoritmo, se suma el
resultado al coste ©(max) de ejecutar la asignacion j :=i exactamente max-1 veces y asi se
obtiene el coste total del bucle principal.

El valor N es la resolucion de dos sumatorios imbricados; el mas interno surge de la
suposicién del caso peor que lleva a i iteraciones del bucle interno:

Ahora se puede determinar el coste total del bucle principal que queda parametrizado por los
costes de comparar y de asignar elementos, T. y Tas, respectivamente, y da como
resultado:

O({ max(max+1)/2-1} .T_.T,s)=0max2.T..T,,),

cuadratico sobre el nimero de elementos. No es un coste demasiado bueno, dado que hay
algoritmos de ordenacién de coste casi-lineal (en el capitulo 5 se presenta uno, conocido
como heapsort).

Precisamente, el desconocimiento del coste T‘les esconde una posible ineficiencia del
algoritmo dado en la fig. 2.13, porque la colocacion del elemento Ali] exige tres asignaciones
a cada paso del bucle mas interno para implementar el intercambio. En lugar de intercambiar
fisicamente los elementos se puede simplemente guardar A[i ] en una variable auxiliar temp,
hacer sitio desplazando elementos dentro del vector y copiar temp directamente en la
posicién que le corresponda. El resultado es una nueva version asintéticamente equivalente
a la anterior, pero que simplifica las constantes multiplicativas con poco esfuerzo y sin
complicar el codigo, y que por tanto es preferible a la anterior.

2.3.5 Eficiencia y modularidad

La técnica de disefio modular de programas empleada en este texto presenta diversas
ventajas ya comentadas en la seccién 1.1, pero puede dar como resultado aplicaciones
ineficientes precisamente a causa del principio de transparencia de la implementacion, que
impide la manipulacion de la representacion de un tipo desde fuera de sus universos de
implementacion. Lo comprobaremos con un ejemplo.
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Sea la especificacion habitual de los conjuntos y sea la implementacion vista en el apartado
anterior; dado que los conjuntos son un TAD que aparece en casi toda aplicacién, parece
una decision acertada incluirlos en una biblioteca de mddulos reusables que contenga tipos
y algoritmos de interés general. Notemos, no obstante, que el estado actual del tipo incluye
muy pocas operaciones, y para que sea realmente Util se deben afadir algunas nuevas;
como minimo, se necesita alguna operacién para sacar elementos y seguramente la unién, la
interseccion y similares; en concreto, supongamos que hay una operacion
sacar_uno_cualquiera que, dado un conjunto, selecciona y borra un elemento cualquiera.
Ahora, sea U un universo que precisa una nueva operacion, cuantos, que cuenta el nimero
de elementos que hay dentro de un conjunto y que no aparece en la especificacion
residente en la biblioteca. Usando los mecanismos de estructuraciéon de especificaciones, se
puede definir un enriquecimiento del universo de especificacion de los conjuntos con esta
nueva operacion, ya sea en el mismo moédulo U o bien en un universo aparte (v. fig. 2.14); su
codificacién dentro de un universo de implementacion es inmediata, altamente fiable e
independiente de la representacion escogida, pero presenta un problema evidente: para un
conjunto de n elementos, el coste temporal de la operacion es ©(n), a causa de la
imposibilidad de manipular la representacion del tipo.

universo CJT_e_ACOTADO_CON_CUANTOS(ELEM_=, VAL_NAT) es
usa CJT_e_ACOTADO(ELEM_=, VAL_NAT), NAT, BOOL
ops cuantos: cjt — nat
ecns cuantos(Q) = 0...

funiverso

universo IMPL_CJT_e_ACOTADO_CON_CUANTOS(ELEM_=, VAL_NAT) es
implementa CJT_e_ACOTADO_CON_CUANTOS(ELEM_=, VAL_NAT)
usa CJT_e_ACOTADO(ELEM_=, VAL_NAT), NAT, BOOL

funcién cuantos (c es conjunto) devuelve nat es

var cnt es nat; v es elem fvar
cnt:=0
mientras —vacio?(c) hacer

<c, v> := sacar_uno_cualquiera(c); cnt := cnt + 1

fmientras

devuelve cnt

funiverso

Fig. 2.14: especificacion (arriba) e implementacion (abajo) de
un enriquecimiento de los conjuntos.
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Notemos que no hay ninguna alternativa que permita reducir el coste de la operacion
cuantos (como resultado del bucle que forzosamente dara n vueltas) y que, ademas, la
estrategia escogida es la 6ptima si no se viola el principio de transparencia de la
representacion. Si se quiere reducir el coste de la operacion a orden constante, no queda
mas remedio que introducir la funcién cuantos dentro de la especificacion béasica de los
conjuntos (v. fig. 2.15) y adquirir asi el derecho de manipular la representacion del tipo.

universo CJT_e_ACOTADO(ELEM_=, VAL_NAT) es
usa NAT, BOOL

ops
g, _u{_}, ..
cuantos: cjt — nat
ecns

.. lasde @, _u{}, ..
cuantos(d) =0 ...

funiverso

universo CJT_e_ACOTADO_POR_VECT(ELEM_=, VAL_NAT) es
implementa CJT_e_ACOTADO(ELEM_=, VAL_NAT)

tipocit es ...{v. fig. 2.6}
funcién cuantos (c es conjunto) devuelve nat es
devuelve c.sl

funiverso

Fig. 2.15: especificacion e implementacion de la operacion para contar los elementos
de un conjunto como parte del TAD que los define.

Este enfoque, no obstante, presenta diversos inconvenientes:

- Se introduce en la definicidon de un tipo de interés general (que residira dentro una
biblioteca de universos) una operacion que inicialmente no estaba prevista; si esta
nueva operacion no es utilizada por ninguna otra aplicacion, se complica la definicién y
el uso del tipo sin obtener demasiado provecho a cambio.

- Si el universo ya existia previamente, hay que modificarlo y esto es problematico:

0 Es necesario implementar la nueva operacién en todas las implementaciones
existentes para el tipo. En cada una de ellas, si el implementador original (persona o
equipo de trabajo) esta disponible y puede encargarse de la tarea, ha de recordar el
funcionamiento para poder programar la nueva operacion (jy puede hacer meses
que se escribid!). En caso contrario, todavia peor, pues alguna otra persona ha de
entender y modificar la implementacion, siendo esta tarea mas o menos complicada
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dependiendo de la calidad del cédigo (sobre todo por lo que respecta a la
legibilidad); incluso es posible que el cédigo fuente no esté disponible y sea
imposible modificarlo.

¢ La sustitucion de la versién anterior del universo (residente en una biblioteca de
modulos) por la nueva puede provocar una catastrofe si se introduce
inadvertidamente algun error; si, por prudencia, se prefiere conservar las dos
versiones, se duplicaran médulos en la biblioteca.

Resumiendo, el desarrollo modular de aplicaciones permite construir de manera clara, rapida,
fiable y elegante cualquier programa, pero, a veces, entra en conflicto con cuestiones de
eficiencia espacial y/o temporal, y la politica a seguir entra dentro de los requerimientos de
uso de la aplicacion y del criterio de los disefiadores y programadores. Notemos también la
libertad de definir los tipos con las operaciones que mas interesen, puesto que se pueden
afadir operaciones para unir e intersectar conjuntos, para obtener el elemento mas grande o
mas pequeno, etc., a discrecion. Asi, se pueden seguir dos enfoques diferentes al definir
un tipo: pensar en los universos de definicidn como un suministro de las operaciones
indispensables para construir otras mas complicadas en universos de enriquecimiento, o
bien incluir en el universo de definicién del tipo todas aquellas operaciones que se puedan
necesitar en el futuro, buscando mayor eficiencia en la implementacion (en el capitulo 7 se
insiste sobre este tema).

Ejercicios

2.1 Escribir una implementacion para los conjuntos acotados con pertenencia usando el
tipo V de los elementos como indice de un vector A de booleanos, tal que A[v] vale cierto si
v esta en el conjunto. Suponer que la cardinalidad de V es n y que se dispone de una
funcién inyectiva h: V — [1, n]. Escribir la especificacién pre-post de las operaciones.
Verificar la correccion de la implementacion respecto a la especificacion usando las
estrategias vistas en la seccién 2.2.

2.2 a) Escribir una implementacion para los polinomios Z[X] especificados en el apartado
1.5.1, de modo que se almacenen en un vector todos los monomios de coeficiente
diferente de cero sin requerir ninguna condicion adicional. Escribir la especificacion pre-post
de las diferentes operaciones y también los invariantes y las funciones de acotamiento de los
diversos bucles que en ella aparezcan. Verificar la correccion de la implementacion respecto
a la especificacion usando las diferentes estrategias vistas en la seccion 2.2. Calcular el coste
asintotico de la implementacion.

b) Repetir el apartado a) requeriendo que los pares del vector estén ordenados en forma
creciente por exponente.
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2.3 Sea el TAD de los multiconjuntos (conjuntos que admiten elementos repetidos; es
decir, el multiconjunto {x, x} es valido y diferente del multiconjunto {x}) sobre un dominio V
con operaciones de crear el multiconjunto vacio y afiadir un elemento al multiconjunto.
Proponer una representacion (que incluya la funcién de abstraccion, el invariante de la
representacion y la relacién de igualdad) para las dos situaciones siguientes:

a) El numero total de elementos del multiconjunto esta acotado por n.

b) El niumero total de elementos del multiconjunto no esta acotado, pero, en cambio, se
sabe que la cardinalidad de V es n y que se dispone de una funcién inyectiva h: V —[1, n].

2.4 Sean las funciones f{(n) = n3, f5(n) = 90000n 2+70000n, f53(n) = n2logn, f4(n) = n3logn,
f5(n) = n3+logn. Estudiar, para todo par de valores diferentes i, j entre 1y 5, si f; e O(f), si
fie Q(f;) y si f; e ©(f;). Representar graficamente los conjuntos O(f;), Q(f;) y ©(f;).

2.5 a) Sea el polinomio p(n) = cxnk +Ccy.4nNk1+ ...+ CcyN+Cy, con Vi: 0<i < k-1:¢; 20, ¢, > 0.
Demostrar que p(n)e©(nk). b) Demostrar que Xi: 1 <i < n:ike®(nk+1), k > 0. ¢) Demostrar
que Va,b:a>1 Ab> 1:log,neB(logyn).

2.6 Las notaciones O y Q tienen asociadas otras dos, o pequefa (ing., smallo) y @
pequefa (ing., small omega), abreviadamente o y @, que definen cotas significativamente
mas fuertes que las primeras y que se definen, paraf: N+t — N*:

off) ={g: N+ > N*/Vcy: coe RT:3ng: nge N*: vn: n > ng 1 g(n) < cof(n)}
o) ={g: N*T - N*/Vcy coe RT:3ng: nge N+: vni n > ng: g(n) = cof(n)}

Estudiar si estas notaciones son reflexivas, simétricas o transitivas, asi como sus relaciones
con las notaciones O y Q. Mostrarlas graficamente con un esquema similar al de la fig. 2.11.

2.7 Dados los siguientes algoritmos, formular su especificacion pre-post, establecer los
invariantes y las funciones de acotamiento de sus bucles y calcular su coste.

a) Producto de matrices.

accion producto (ent A, B sonvectores[de 1 an, de 1 an] de enteros;
sal Cesvector[de 1an, de1an] deenteros) es
var fil, col, indice son enteros fvar
para todo fil desde 1 hasta n hacer
para todo col desde 1 hasta n hacer {calculo de Cffil, col] }
CIfil, col] := 0
para todo indice desde 1 hasta n hacer
CIfil, col] := CIfil, col] + (A[fil, indice]*B[indice, col])
fpara todo
fpara todo

fpara todo
faccién
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b) Ordenacion de un vector por el método de la burbuja.

accion burbuja (ent/sal A es vector[de 1 an] de enteros) es
vari, j, aux son enteros fvar
para todo idesde 1 hasta n-1 hacer {localizacién del i-ésimo menor elemento}
para todo jbajando desde n hasta i+1 hacer
{examen de la parte del vector todavia no ordenada}
si A[j-1] > A[j] entonces {intercambio de los elementos}
aux := A[j]; A[]] := A[-1]; A[j-1] := aux
fsi
fpara todo
{el i-ésimo menor elemento ya esta en A[i] }

fpara todo
faccién

¢) Busqueda dicotémica en un vector.

funcién busqueda_dicot (A esvector[de 1 an] de enteros; x es entero) devuelve bool es
var izq, der, med son enteros; encontrado es bool fvar
{se determinan los extremos de la porcién del vector donde puede estar x}
izq := 0; der := n+1; encontrado := falso
{se busca mientras quede vector por explorar}
mientras (izq < der-1) A ~ encontrado hacer
med := (izq + der) / 2
opcién
caso x = A[med] hacer encontrado := cierto
caso X < A[med] hacer der := med
caso x > A[med] hacer izq := med
fopcién
fmientras
devuelve encontrado

2.8 En el articulo de Vitanyi y Meertens citado en el inicio de la seccién 2.3 se propone una
definicion alternativa de la notacién Q:

Q) ={g: N* > N*/3cy: coe R*: Vng: nge N*:3n: n > ny: g(n) = cof(n)}

Esta definicion sirve también para el caso en que el algoritmo a analizar presente oscilaciones
en su comportamiento, porque no exige que g sea una cota superior de f a partir de un cierto
punto sino sélo que g sobrepase o iguale f un niumero infinito de veces. La utilidad de este
caso se hace evidente en algoritmos que tienen un coste para algunas entradas y otro
diferente para el resto. Estudiar su reflexividad, simetria y transitividad y establecer la relacién
de esta Q con la dada en la seccion 2.3. Imaginar un algoritmo que tenga un coste diferente
segun las dos definiciones dadas de Q.
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Capitulo3 Secuencias

Dado un alfabeto V, se define el conjunto de secuencias o cadenas de elementos de V
(ing., sequence o string), denotado por V*, como:

-heV*.
-VseV*:VYveV: v.s,s.veV”.

A representa la secuencia vacia, mientras que el resto de secuencias se pueden definir
como el ahadido de un elemento (por la derecha o por la izquierda) a una secuencia ya
existente. Asi, la secuencia s € V* se puede considerar como s =Vg. ... .v,. A, conv;eV, o,
abreviadamente, v,...v,,; diremos que vq es el primer elemento de la secuencia y v,, el ultimo.
También podemos decir que v, es el elemento de mas a la izquierda de la secuencia y v, el
de mas a la derecha, asi como que v;,; es el sucesor o siguiente de v; y que v; es el
predecesor o anterior dev;,{ 0 igualmente, que v;,; esta a la derecha de v; y que v; estd a
la izquierda de vj,.

Las operaciones basicas que se definen sobre las secuencias son: crear la secuencia vacia,
insertar un elemento del alfabeto dentro de una secuencia, y borrar y obtener un elemento
de una secuencia. Para definir claramente el comportamiento de una secuencia es necesario
determinar, pues, en qué posicion se inserta un elemento nuevo y qué elemento de la
secuencia se borra o se obtiene. En funcién de la respuesta, obtenemos diversos tipos
abstractos diferentes, de los que destacan tres: pilas, colas y listas; su implementacion se
denomina tradicionalmente estructuras de datos lineales (ing., linear data structures) o,
simplemente, estructuras lineales, siendo "lineal" el calificativo que indica la disposicién de
los elementos en una unica dimension.

3.1 Pilas

El TAD de las pilas (ing., stack) define las secuencias LIFO (abreviatura del inglés last-in,
first-out, o "el Ultimo que entra es el primero que sale"): los elementos se insertan de uno en
uno y se sacan, también de uno en uno, en el orden inverso al cual se han insertado; el Unico
elemento que se puede obtener de dentro de la secuencia es, pues, el ultimo insertado.
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Fig. 3.1: representacion grafica de las pilas, dada su gestion.

Este comportamiento es habitual en la vida cotidiana; por ejemplo, si apilamos todos los
platos de un banquete uno encima de otro, cualquier intento de obtener un plato del medio
de la pila acaba irremediablemente con la ruptura de la vajilla. En la programacion, las pilas no
sélo se utilizan en el disefio de estructuras de datos, sino también como estructura auxiliar en
diversos algoritmos y esquemas de programacién; por ejemplo, en la transformacion de
algunas clases de funciones recursivas a iterativas (v. recorridos de arboles y grafos en los
capitulos 5 y 6), o bien en la evaluacion de expresiones (v. seccién 7.1). Otra situacion tipica
es la gestion de las direcciones de retorno que hace el sistema operativo en las llamadas a
procedimientos de un programa imperativo (v. [HoS94, pp. 97-99]). Sea un programa P que
contiene tres acciones A1, A2 y A3, que se llaman tal como se muestra en la fig. 3.2 (donde
r, s y t representan la direccion de retorno de las llamadas a los procedimientos); durante la
ejecuciéon de A3 se disponen los puntos de retorno de los procedimientos dentro de una
pila, tal como se muestra en la misma figura (m representa la direccién a la cual el programa ha
de retornar el control al finalizar su ejecucién), de manera que el sistema operativo siempre
sabe dénde retornar el control del programa al acabar la ejecucion del procedimiento en
curso, obteniendo el elemento superior de la pila y eliminandolo seguidamente.

programa P accién A1 accion A2 accion A3
A1l; A2; A3;
r: S: t:
fprograma faccién faccién faccién
t
S
r
m

Fig. 3.2: un programa con tres acciones (arriba)
y las direcciones de retorno dentro de una pila (abajo).
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3.1.1 Especificacion

Dada una pila correspondiente a la secuencia peV*, p=vgv4...V,, con Vi: 0<i<n:v;eV,y
dado un elemento v eV, se pueden definir diversas operaciones de interés:

- Crear la pila vacia: crea (ing., create), devuelve la pila A.

- Insertar un elemento: empila(p, v) (ing., push), devuelve vgv;...v,V.
- Sacar un elemento: desempila(p) (ing., pop), devuelve vgvy...v, 4.
- Consultar un elemento: cima(p) (ing., top), devuelve v,,.

- Decidir si la pila esta vacia: vacia?(p) (ing., empty? ), devuelve cierto si p = Ay falso en
caso contrario.

En la fig. 3.3 se muestra una especificacion para el tipo de las pilas infinitas de elementos
cualesquiera con estas operaciones. La signatura establece claramente los parametros y los
resultados de las operaciones, y las ecuaciones reflejan el comportamiento de las diferentes
operaciones sobre todas las pilas, dado que una pila es, o bien la pila vacia representada por
crea, o bien una pila no vacia representada por empila(p, v), donde v es el ultimo elemento
afnadido a la pila (como minimo, hay uno) y p es la pila sin ese ultimo elemento (dicho en otras
palabras, el conjunto de constructoras generadoras del tipo es {crea, empila}). Destacamos la
importancia de identificar las condiciones de error resultantes de sacar o consultar un
elemento de la pila vacia. El identificador elem denota el tipo de los elementos, especificado
en el universo de caracterizacion ELEM (v. fig. 1.27).

universo PILA(ELEM) define

usa BOOL

tipo pila

ops
crea: — pila
empila: pila elem — pila
desempila: pila — pila
cima: pila — elem
vacia?: pila — bool

errores desempila(crea); cima(crea)

ecns Vpepila; Vveelem
desempila(empila(p, v)) = p; cima(empila(p, v)) = v
vacia?(crea) = cierto; vacia?(empila(p, v)) = falso
funiverso

Fig. 3.3: especificacion del TAD de las pilas.
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3.1.2 Implementacion

La representacion mas sencilla de las pilas sigue un esquema similar a la implementacién de
los conjuntos presentada en el apartado 2.1.4: los elementos se almacenan dentro de un
vector tal que dos elementos consecutivos de la pila ocupan dos posiciones consecutivas
en él, y se usa un apuntador de sitio libre que identifica rapidamente la posicién del vector
afectada por las operaciones de empilar, desempilar y consultar (v. fig. 3.4); es la denominada
representacion secuencial de las pilas. Con este apuntador ya no es necesario nada mas, ya
que el primer elemento de la pila ocupa la primera posicidon del vector, el segundo, la
segunda, etc., hasta llegar al apuntador de sitio libre. El comportamiento de las operaciones
de insercién y supresion de las pilas sobre esta implementacion se muestra
esquematicamente en la fig. 3.5.

sl

|

Fig. 3.4: representacion secuencial de la pila v4vs... v,,.

fl
n \ Al v |V

sl

N

Fig. 3.5: apilamiento de un elemento (izq.) y desapilamiento (der.) en la pila de la fig. 3.4.

Al vyl v, V.

<

n-

>
<
<
‘_.-"f
N

En la fig. 3.6 aparece el universo de implementacion del tipo. Como ya se ha dicho en la
seccion 1.6, la implementacion por vectores obliga a fijar el nimero de elementos que caben
en el objeto, de manera que la pila ya no es de dimension infinita y por ello la especificacion
correspondiente no es la de la fig. 3.3, sino que seria necesario modificarla aplicando los
razonamientos vistos en el caso de los conjuntos. Entre otras cosas, el TAD ofrece una
operacion para comprobar si la pila esta llena? para que el usuario pueda detectar esta
situacidn antes de provocar el correspondiente error.
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universo PILA_SEC(ELEM, VAL_NAT) es
implementa PILA(ELEM, VAL_NAT)

usa NAT, BOOL
tipo pila es tupla
A esvector[de 0 aval-1] de elem
sl es nat
ftupla
ftipo
invariante (p es pila): p.sl < val

funcién crea devuelve pila es
var p es pila fvar

p.sl:=0
devuelve p

funcién empila (p es pila; v es elem) devuelve pila es
sip.sl = val entonces error {pila llena}
sinop.A[p.sl] :=v; p.sl := p.sl+1
fsi

devuelve p

funcién desempila (p es pila) devuelve pila es
sip.sl =0 entonces error {pila vacia}
sinop.sl:=p.sl-1
fsi

devuelve p

funcién cima (p es pila) devuelve elem es
varv es elem fvar
sip.sl = 0 entonces error {pila vacia}
sinov :=p.Alp.sl-1]
fsi
devuelvev

funcién vacia? (p es pila) devuelve bool es
devuelvep.sl=0

funcién llena? (p es pila) devuelve bool es
devuelve p.sl = val

funiverso

Fig. 3.6: implementacion secuencial de las pilas.
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El coste temporal de las operaciones es 6ptimo, ©(1), siempre y cuando el coste de duplicar
elementos sea negligible'; en cambio, el coste espacial es pobre, porque una pila tiene un
espacio reservado ©(val), independientemente del numero de elementos que la formen en
un momento dado’, y considerando negligible el espacio ocupado por los elementos.

Siendo ésta la primera implementacion vista, es interesante plantearnos como podriamos
demostrar su correccidn, y lo haremos siguiendo el método axiomatico. Nos restringiremos a
la demostracién de la correccion de una operacion, empila, siendo similar la estrategia para el
resto de operaciones de la signatura. La especificacion axiomatica para empila es:

{sly <val}
<Ay, sly> := empila(<A+, sly>, V)
{ slp <val A absyja(<Ay, slo>) = empila(abs,ja(<A, sl>), v) }

Como la demostracion involucrara operaciones de vectores, definimos en la fig. 3.7 una
especificacion para los vectores indexados con indices naturales de cero a val-1 (la
extension a vectores mas generales queda como ejercicio para el lector). La invocacion
as(A, i, v) representa la asignacién A[i] := v mientras que cons(A, i) representa la indexacion
A[i] en el contexto de una expresion.

universo VECTOR(ELEM, VAL_NAT) és
usa NAT, BOOL
tipo vector

ops crea: — vector
as: vector nat elem — vector
cons: vector nat — elem
errores VAevector; Vie nat; Vve elem
[i>vall = as(A, i, v), cons(A, i); cons(crea, i)
ecns YAevector; Vije nat; Vv,weelem
(E1) as(as(A, i, v), i, w) = as(A, i, w)
(E2) [-NAT.ig(i, j)] = as(as(A, i, v), j, w) = as(as(A, j, w), i, V)
(E3) cons(as(A, i, v),i)=v
(E4) [-NAT.ig(i, j)] = cons(as(A, i, v), j) = cons(A, j)
funiverso

Fig. 3.7: especificacion de un TAD para los vectores.

' Para simplificar el estudio de la eficiencia, en el resto del libro nos centraremos en el coste intrinseco
de las operaciones del TAD, sin considerar el coste de las duplicaciones, comparaciones y otras
operaciones elementales de los parametros formales de los universos que los definen; si dichos
costes no fueran negligibles, deberian considerarse para obtener la eficiencia auténtica del TAD.

2 Este hecho no es especialmente importante si la pila ha de crecer en algun momento hasta val. De
todas formas, el problema se agrava cuando en vez de una Unica pila existen varias (v. ejercicio 3.20).
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Para empezar, debe determinarse la funcidn de abstraccion y la relacion de igualdad, amén
del invariante de la representacion, ya establecido. La funcién de abstraccion es similar al
caso de los conjuntos, lo cual es légico ya que la estrategia de representacién es idéntica:

(A1) absy;ja(<A, 0>) = crea
(A2) abspjja(<A, x+1>) = empila(absy;a(<A, x>), Ax])

Por lo que respecta a la relacion de igualdad, es incluso mas simple ya que, dadas las
representaciones de dos pilas, los elementos en la parte ocupada de los correspondientes
vectores deben ser los mismos y en el mismo orden:

(R) R piIa(<A1’ SI1>, <A2, S|2>) = (S|1 = S|2) AN (Vk 0<k< S|1'1: A1[k] = Ag[k])

Supongamos que el cddigo de empila que se propone inicialmente para cumplir esta
especificacion consiste simplemente en la asignacion <A,, sl,> := <as(Aq, sl4, v), sly+1>. Es
decir, la demostracidn que debe realizarse es:

sly<val = (sly +1 <val A abs;s(<as(As, sly, v), sli+1>) = empila(absy;(<As, sli>), v))

Estudiamos primero la satisfaccion de la segunda férmula de la conclusion. La igualdad se
puede demostrar de la manera siguiente:

abspjja(<as(Ay, sly, v), sli+1>) = { aplicando (A2) }

empila(abs,;a(<as(As, sly, v), sli>), cons(as(A, sy, v), sly)) = { aplicando (E3)}
empila(abs,a(<as(As, sly, v), sl>), v) = {conjetura }

empila(abs,ja(<Aq, sly>), v)

La conjetura que aparece, que se puede formular como lema, establece que una asignacién
en una posicion libre del vector no afecta el resultado de la funcién de abstraccién. La
demostracion es obvia aplicando (R) ya que el predicado R pila(<@s(Aq, sly, V), sly>, <Ay, sly>)
efectivamente evalua a cierto.

Notemos, no obstante, que la invocacién as(Aq, sly, v) provoca un error si sly = val, el valor
maximo del vector, que es un valor posible segun la precondicion; por esto, el cédigo de
empila debe proteger la asignacion con una condicion, tal como aparece en la fig. 3.6. De
paso, esta proteccién asegura que también se cumple la primera conjuncién de la
postcondicién, es decir, el invariante de la representacion de la pila resultado, con lo que
queda definitivamente verificada la implementacion de empila. Otra alternativa valida consiste
en modificar la precondicién de empila para evitar este valor del apuntador de sitio libre.
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3.2 Colas

En esta seccion se presenta el segundo modelo clasico de secuencia: el tipo de las colas
(ing., queue). La diferencia entre las pilas y las colas estriba en que en estas ultimas los
elementos se insertan por un extremo de la secuencia y se extraen por el otro (politica FIFO:
first-in, first-out, o "el primero que entra es el primero que sale"); el elemento que se puede
consultar en todo momento es el primero insertado.

Las colas aparecen en diversos ambitos de la actividad humana; la gente hace cola en los
cines, en las panaderias, en las librerias para comprar este libro, etc. También tienen
aplicacion en la informatica; una situacion bien conocida es la asignacién de una CPU a
procesos de usuarios por el sistema operativo con una politica round-robin sin prioridades,
donde los procesos que piden el procesador se encolan de manera que, cuando el que se
estd ejecutando actualmente acaba, pasa a ejecutarse el que lleva mas tiempo esperando.

Fig. 3.8: representacion grafica de las colas, dada su gestion.

3.2.1 Especificacion

Dada una cola correspondiente a la secuencia c e V*, c=vgv4...v,, con Vi: 0<i<n:v; eV,y
dado un elemento v eV, definimos las operaciones siguientes:

- Crear la cola vacia: crea, devuelve la cola A.

- Insertar un elemento: encola(c, v) (ing., put 0 enqueue), devuelve vyvy...v,V.
- Sacar un elemento: desencola(c) (ing., tail o dequeue), devuelve v;...v,.

- Consultar un elemento: cabeza(c) (ing., head o first), devuelve v,.

- Decidir si la cola esta vacia: vacia?(c), devuelve cierto si c= A y falso en caso contrario.

Como es habitual, el tipo cola se encapsula en un universo parametrizado por el tipo de los
elementos, tal como se muestra en la fig. 3.9. En la especificacion de desencola y cabeza se
distingue el comportamiento de las operaciones sobre la cola vacia, la cola con un unico
elemento y la cola con mas de un elemento, y asi se cubren todos los casos. Es un error
intentar desencolar o consultar la cabeza de la cola vacia, desencolar un elemento de una
cola con un uUnico elemento da como resultado la cola vacia, la cabeza de una cola con un
unico elemento es ese elemento, y desencolar o consultar la cabeza de una cola con mas de
un elemento se define recursivamente sobre la cola que tiene un elemento menos.
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universo COLA (ELEM) define
usa BOOL
tipo cola

ops
crea: — cola
encola: cola elem — cola
desencola: cola — cola
cabeza: cola — elem
vacia?: cola — bool

errores desencola(crea); cabeza(crea)

ecns Vcecua; Yveelem
desencola(encola(crea, v)) = crea
[- vacia?(c)] = desencola(encola(c, v)) =

encola(desencola(c), v)

cabeza(encola(crea, v)) = v
[- vacia?(c)] = cabeza(encola(c, v)) = cabeza(c)
vacia?(crea) = cierto
vacia?(encola(c, v)) = falso

funiverso

Fig. 3.9: especificacion del TAD de las colas.

3.2.2 Implementacidén

Como en el caso de las pilas, se distribuyen los elementos secuencialmente dentro de un
vector y, ademas, se necesitan:

- Apuntador de sitio libre, sl, a la posicidn donde insertar el siguiente elemento.

- Apuntador al primer elemento de la cola, prim: dado que la operacion destructora de las
colas elimina el primer elemento, si éste residiese siempre en la primera posicion seria
necesario mover todos los elementos una posicién a la izquierda en cada supresion,
solucién extremadamente ineficiente, o bien marcar los elementos borrados, con lo
que se malgastaria espacio y seria necesario regenerar periédicamente el vector. La
solucion a estos problemas consiste en tener un apuntador al primer elemento que se
mueva cada vez que se desencola un elemento. Una consecuencia de esta estrategia
es que uno de los apuntadores (o ambos) puede llegar al final del vector sin que todas
las posiciones del vector estén ocupadas (es decir, sin tener una cola totalmente llena);
para reaprovechar las posiciones iniciales sin mover los elementos del vector, se
gestiona éste como una estructura circular (sin principio ni final), en la que el primer
elemento suceda al ultimo (v. fig. 3.10).
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- Indicador de si esta llena o vacia: la politica de implementacidn circular no da suficiente
informacion para decidir si una cola esta vacia o no, porque la condicion de cola vacia es
la misma que la de cola llena, prim = sl; por eso se puede anadir un booleano a la
representacion o bien un contador de elementos; la segunda opcidn es especialmente
util si se quiere implementar dentro del universo de definicidon de las colas una
operacién que dé su tamano.

prim \

sl
val-1
val-2
crecimiento
de la cola

Fig. 3.10: implementacion de una cola dentro de un vector circular de val posiciones.

En la fig. 3.11 se presenta una implementacion en Merli de las colas acotadas que sigue
todas estas consideraciones, estableciendo el invariante de la representaciéon que acota los
valores validos de los apuntadores y del contador y, ademas, los relaciona. Notemos el uso
de mod (la operacion que devuelve el resto de la divisién de dos numeros naturales) para
tratar el vector circularmente. El coste temporal de las operaciones es O(1) y el coste espacial
de la estructura queda ©(val), como cabia esperar en ambos casos.

En la literatura sobre el tema se encuentran algunas minimas variantes de este esquema, de
las que destacamos dos:

- Se puede evitar el booleano o contador adicional desaprovechando una posicién del
vector, de manera que la condicién de cola llena pase a ser que sl apunte a la posicion
anterior (médulo val) a la que apunta prim, mientras que la condicién de cola vacia
continua siendo la misma.

- Se puede evitar el apuntador sl sustituyendo cualquier referencia al mismo por la
expresion (c.prim + c.cnt) mod val, tal como determina el invariante.
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universo COLA_CIRCULAR (ELEM, VAL_NAT) es
implementa COLA (ELEM, VAL_NAT)

usa NAT, BOOL

tipocola es
tupla

A esvector[de 0 aval-1] de elem
prim, sl, cnt son nat
ftupla
ftipo
invariante (c es cola):

cprim<val A cent<val A c.sl = (c.prim+c.cnt) mod val

funcién crea devuelve cola es

var c es cola fvar
c.prim:=0;c.sl:=0;ccent:=0

devuelvec

funcién encola (c es cola; v es elem) devuelve cola es
si c.cnt = val entonces error {cola llena}

si no c.Alc.sl] :=v; c.sl ;= (c.sl+1) mod val; c.cnt := c.cnt+1

—h

Si

devuelvec

funcion desencola (c es cola) devuelve cola es

sic.cnt = 0 entonces error {cola vacia}
si no c.prim := (c.prim+1) mod val; c.cnt := c.cnt-1
fsi

devuelvec

funcién cabeza (c es cola) devuelve elem es
varv es elem fvar
sic.cnt = 0 entonces error {cola vacia}
sinov := c.Alc.prim]

devuelve v

funcion vacia? (c es cola) devuelve bool es
devuelvec.cnt=0

funcién llena? (c es cola) devuelve bool es
devuelve c.cnt = val

funiverso

Fig. 3.11: implementacion de las colas con un vector circular.
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3.3 Listas

Las listas (ing., list) son la generalizacion de los dos tipos abstractos anteriores: mientras que
en una pila y en una cola las operaciones solo afectan a un extremo de la secuencia, en una
lista se puede insertar un elemento en cualquier posicion, y borrar y consultar cualquier
elemento.

El uso de listas en la informatica es tan antiguo como la existencia misma de los ordenadores
y ha dado lugar a diversos modelos del tipo. Uno de los més habituales, que estudiaremos
aqui, son las llamadas listas con punto de interés®. Asimismo, veremos algunas variantes en
su uso e implementacion. Hay que destacar, no obstante, que frecuentemente se pueden
combinar caracteristicas de éste y de otros modelos para formar otros nuevos, siempre que
el resultado se adapte mejor a un contexto dado.

3.3.1 Especificacion de las listas con punto de interés

En las listas con punto de interés se define la existencia de un elemento distinguido dentro
de la secuencia, que es el que sirve de referencia para las operaciones, y este rol de
distincion puede cambiarse de elemento a elemento con la aplicacién de otras funciones del
tipo. Decimos que el punto de interés de la lista estd sobre el elemento distinguido. También
puede ocurrir, no obstante, que esté mas alla del ultimo elemento de la lista, en cuyo caso
decimos que el punto de interés esta a la derecha de todo; en cambio, el punto de interés
no puede estar nunca a la izquierda del primer elemento.

Un ejemplo inmediato de este modelo es la linea actual de texto en un terminal, donde el
cursor representa el punto de interés y sirve de referencia para las operaciones de insertar y
borrar caracteres, mientras que las flechas y, usualmente, algunas teclas o combinaciones de
teclas sirven para mover el cursor por la linea de manera que el punto de interés puede llegar
a situarse sobre cualquier caracter.

La existencia del punto de interés conduce a un modelo de secuencia diferente a los vistos
hasta ahora. En éste se distingue el trozo de secuencia a la izquierda del punto de interés y
el trozo que va del elemento distinguido al de la derecha del todo, y por eso el modelo es
realmente V*x V*. Notemos que cualquiera de las dos partes puede ser A segun la situacion
del punto de interés. En consecuencia, dada una lista |, | = <s, t>eV*x V*, s=54S4...Sp,
t=toty...tm, con Vi,j: 0<i<nA0<j<m:st eV, y dado un elemento v eV, se definen las
operaciones:

- Crear la lista vacia: crea, devuelve la lista <A, A>; es decir, devuelve una lista sin
elementos y el punto de interés queda a la derecha del todo.

® El nombre no es estandar; de hecho, no existe una nomenclatura unificada para los diferentes
modelos de lista.
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- Insertar un elemento: inserta(l, v) (ing., insert), devuelve <sgs;...spV, tot4...t>; es decir,
inserta delante del punto de interés, que no cambia.

- Sacar un elemento: borra(l) (ing., delete o remove), devuelve <syS;...Sp, t1...t>; €s
decir, borra el elemento distinguido (en caso de que el punto de interés esté a la
derecha del todo, da error) y el punto de interés queda sobre el siguiente elemento (o
a la derecha del todo, si el borrado es el ultimo).

- Consultar un elemento: actual(l) (ing., current o get), devuelve t,; es decir, devuelve el
elemento distinguido (o da error si el punto de interés esta a la derecha del todo).

- Decidir si la lista esta vacia o no: vacia?(l), devuelve cierto si | = <A, A>y falso en caso
contrario.

- Poner al inicio el punto de interés: principio(l) (ing., reset), devuelve <A, s .t >; es decir,
el punto de interés queda sobre el primer elemento, si hay, o bien a la derecha del
todo, si no hay ninguno.

- Avanzar el punto de interés: avanza(l) (ing., next), devuelve <sgSy...Spto, t1...t>; €s
decir, el elemento distingido pasa a ser el siguiente al actual (o da error si el punto de
interés esta a la derecha del todo).

- Mirar si el punto de interés est4 a la derecha del todo: final?(l) (ing., end? o eol?),
devuelve cierto si t= A y falso en caso contrario.

Esta signatura permite implementar de manera sencilla los dos esquemas de programacion
mas usuales sobre secuencias: el esquema de recorrido y el esquema de busqueda (v. fig.
3.12). En el esquema de recorrido se aplica un tratamiento T sobre todos los elementos de
la lista, mientras que en el esquema de busqueda se explora la lista hasta encontrar un
elemento que cumpla una propiedad A o bien hasta llegar al final; en caso de encontrarse
dicho elemento, el punto de interés queda situado sobre él. Por lo que respecta a la
busqueda, la situacion mas habitual consiste en comprobar si un elemento particular esta o
no dentro de la lista En las pre y postcondiciones y también en los invariantes de estas y
otras funciones, usaremos una operacion _e_ tal que, dado un elemento v y unalista I, v el
comprueba si v esta dentro de | y también dos funciones pi y pd que, dada una lista
| = <s, t>, devuelven s y 1, respectivamente.

Precisamente el esquema de recorrido sera uno de los mas usados en los algoritmos sobre
listas; es por este motivo por el que en el resto del texto seguiremos una notacion abreviada
que clarificara su escritura: siendo | una lista con punto de interés de elementos de tipo V y
siendo v una variable de tipo V, el bucle:

para todo v dentro de | hacer
tratar v
fpara todo
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{l = <vgvy...Viq, Vk---Vp} {l = <vovy...Viq, Vk---Vp}

| := principio(l) | := principio(l); esta := falso

mientras - final?(l) hacer mientras - final?(l) A ~ esta hacer
{I=vi:0<i<lpi(hll: T(v)} {1=(vi: 0 <i<llpihll: = A(v;)) A esta = A(actual(l)) }
T(actual(l)) si A(actual(l)) entonces esta := cierto
| := avanza(l) si nol:=avanza(l)

fmientras fsi

{Vvi: 0<i<n: T(vy)} fmientras

{esta=3di: 0<i<n: A(v,) A estd = A(actual(l))}

Fig. 3.12: esquemas de secuencias sobre listas con punto de interés
(izquierda, recorrido; derecha, busqueda).

es equivalente a la secuencia de instrucciones:

| := principio(l)
mientras - final?(l) hacer

tratar actual(l); | := avanza(l)
fmientras

La especificacion algebraica de este tipo de listas se basa precisamente en el modelo que se
acaba de introducir', donde se considera que una lista es un par de secuencias,
concretamente pilas dadas las operaciones que se necesitan. Estas dos pilas estan
confrontadas, de manera que la pila de la izquierda tiene la cima justo antes del punto de
interés y la pila de la derecha tiene como cima el punto de interés, y sus sentidos de
crecimiento son opuestos. Sobre estas pilas se necesita un enriquecimiento, concatena,
que pasa todos los elementos de la pila de la izquierda a la pila de la derecha; la operacion se
especifica convenientemente en el mismo universo de las listas. El universo genérico (v. fig.
3.13) queda finalmente definido sobre los pares de dos pilas (la secuencia de la izquierda y la
secuencia de la derecha) con una operacion privada que es la constructora generadora del
género. Observemos que las operaciones del TAD lista han sido especificadas respecto a las
constructoras generadoras del TAD pila donde ha sido necesario. En concreto, se ha
distinguido la pila vacia (representada por crea) de la pila no vacia (representada por
empila(p, v)) alli donde ha convenido. El resultado es correcto porque toda operacion ha
quedado definida para todas las listas posibles. Destaquemos también que la instancia de las
pilas ha sido efectuada con el parametro formal de las listas, y como los dos parametros se
definen en el mismo universo de caracterizacion, es necesario bautizarlos en la cabecera de
los universos genéricos para poder distinguir el tipo elem en ambos contextos. La instancia
es privada porque el usuario de las listas no ha de tener acceso.

* También se podria considerar el conjunto de constructoras generadoras {crea, inserta, principio} y
especificar por el método tradicional, pero el resultado seria mas complicado.
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Una modificacién interesante del tipo consiste en hacer que el punto de interés sélo sea
significativo en las operaciones de lectura y que no afecte ni a la insercién ni a la supresion de
elementos, borrando siempre el primer elemento (o el ultimo) e insertando siempre por el
inicio (o por el final). Incluso podriamos tener diversos tipos de operaciones de insercion y
supresion dentro del mismo universo. También se podria afiadir una operacién de modificar
el elemento distinguido sin cambiar el punto de interés. Estas variantes y otras aparecen en
diversos textos y su especificacion y posterior implementacion quedan como ejercicio para el
lector.

universo LISTA_INTERES (A esELEM) es
usa BOOL
instancia privada PILA (B es ELEM) donde B.elem es A.elem

ops privada concat: pila pila — pila
ecns Vp,p4,p2€pila; Vveelem
concat(crea, p) =p
concat(empila(py, v), p2) = concat(p¢, empila(p,, v))
tipo lista
ops
privada <_, _>: pila pila — lista
crea: — lista
inserta: lista elem — lista
borra, principio, avanza: lista — lista
actual: lista — elem
final?, vacia?: lista — bool

errores Vpepila
borra(<p, PILA.crea>); avanza(<p, PILA.crea>)
actual(<p, PILA.crea>)

ecns Vp,p+,p2€ pila; Vveelem
crea = <PILA.crea, PILA.crea>
inserta(<p4, po>, V) = <PILA.empila(p4, v), po>
borra(<p4, PILA.empila(p,, V)>) = <p1, p2>
principio(<p4, p2>) = <PILA.crea, concat(p4, ps)>
avanza(<p4, PILA.empila(p,, v)>) = <PILA.empila(p4, V), po>
actual(<p4, PILA.empila(p,, v)>) = v
final?(<p4, po>) = PILA.vacia?(p,)
vacia?(<py, po>) = PILA.vacia?(p;) A PILA.vacia?(p,)

funiverso

Fig. 3.13: especificacion del TAD lista con punto de interés.
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3.3.2 Implementacion de las listas con punto de interés

Para implementar las listas con punto de interés se puede optar entre dos estrategias:

- Representacion secuencial. Los elementos se almacenan dentro de un vector y se
cumple que elementos consecutivos en la lista ocupan posiciones consecutivas en el
vector.

- Representacion encadenada. Se rompe la propiedad de la representacion secuencial y
se introduce el concepto de encadenamiento: todo elemento del vector identifica
explicitamente la posicién que ocupa su sucesor en la lista.

a) Representaciéon secuencial

Mostrada en las figs. 3.14 y 3.15, su filosofia es idéntica a la representacion de las pilas y las
colas; sdlo es necesario un apuntador adicional al elemento distinguido para poder aplicar las
operaciones propias del modelo de lista. El problema principal de esta implementacion es
evidente: una insercién o supresion en cualquier posicion del vector obliga a desplazar
algunos elementos para no tener posiciones desaprovechadas, lo que resulta en un coste
lineal, inadmisible cuando estas operaciones son frecuentes o la dimensién de los
elementos es muy grande; ademas, los movimientos de elementos propios de una
representacidén secuencial son especialmente inconvenientes en el contexto de una
estructura de datos compleja que tiene apuntadores desde diferentes componentes hacia el
vector, porque el movimiento de un elemento de una posicion a otra exige actualizar el valor
de estos apuntadores, tarea ésta que puede ser laboriosa. La resolucion de estos problemas
lleva a la representacion encadenada.

universo LISTA_INTERES_SEC(ELEM, VAL_NAT) es
implementa LISTA_INTERES(ELEM, VAL_NAT)

usa NAT, BOOL
tipolista es
tupla
A esvector[de 0 aval-1] de elem
act, sl son nat
ftupla
ftipo
invariante (| es lista): l.act<l.sl < val

funcién crea devuelve lista es
var | es lista fvar

lact:=0;l.sl:=0
devuelve |

Fig. 3.14: implementacién secuencial de las listas.
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funcidn inserta (I es lista; v es elem) devuelve lista es
varies nat fvar
sil.sl = val entonces error {lista llena}
si no {desplazamiento de los elementos a la derecha del punto de interés una
posicién a la derecha, para hacer sitio}
para todo idesde I.sl bajando hasta l.act+1 hacer |.A[i] := I.A[i-1] fpara todo
I.sl := L.sl+1; L. A[l.act] := v; l.act := l.act+1

fsi
devuelve |

funcién borra (I es lista) devuelve lista es
varies nat fvar
sil.act=1.sl entonces error {final de lista o lista vacia}
si no {desplazamiento de los elementos a la derecha del punto de interés una
posicidn a la izquierda, para sobreescribir}
para todo idesde l.act hasta I.sI-2 hacer I.A[i] := I.A[i+1] fpara todo
l.sl:=1.sl-1

fsi
devuelvel

funcién principio (I es lista) devuelve lista es
lact:=0
devuelve |

funcién actual (I es lista) devuelve elem es
varv es elem fvar
sil.act = I.sl entonces error {final de lista}

sinov :=LLA[l.act]

Si

devuelve v

—h

funcién avanza (| es lista) devuelve lista es
sil.act = I.sl entonces error si no l.act := l.act + 1 fsi
devuelve |

funcién final? (| es lista) devuelve bool es
devuelve l.act = I.sl

funcién vacia? (1 es lista) devuelve bool es
devuelvel.sl=0

funcién llena? (I es lista) devuelve bool es
devuelve l.sl = val

funiverso

Fig. 3.14: implementacion secuencial de las listas (cont.).
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abcd1\\\\\ abd\\\\\% abvd\\\\

} £ 1 T3

act sl act sl act sl

Fig. 3.15: operaciones sobre listas con punto de interés: izquierda, la lista <ab, cd>; medio,
supresion del elemento distingido; derecha, insercion del elemento v en la lista resultante.

b)Representacion encadenada

El objetivo de la estrategia encadenada (ing., linked; también llamada enlazada) es evitar los
movimientos de elementos del vector cada vez que se borra o inserta. Por lo tanto, los
elementos consecutivos de la lista ya no ocuparan posiciones consecutivas dentro del
vector; es mas, la posicion que ocupa un elemento dentro del vector deja de tener
significado. Para registrar qué elemento va a continuacién de uno dado se necesita introducir
el concepto de encadenamiento (ing., link): una posicion del vector que contiene el
elemento v, de la lista incluye un campo adicional, que registra la posicién que ocupa el
elemento vy, 4. En la fig. 3.16 se muestra una primera version de la representacion del tipo,
donde queda claro que el precio a pagar por ahorrar movimientos de elementos es afiadir un
campo entero en cada posicién del vector. Parece una opcién recomendable, sobre todo
con listas muy inestables, o cuando los elementos de la lista son de dimension lo bastante
grande como para que el espacio de los encadenamientos sea desdefiable (o bien cuando
el contexto de uso no imponga requerimientos espaciales de eficiencia). Notemos que la
disposicion de los elementos dentro del vector ha dejado de ser importante y depende
exclusivamente de la historia de la estructura y de la implementacion concreta de los
algoritmos; es mas, para una misma lista hay muchisimas configuraciones del vector que la
implementan y esta propiedad deberia quedar establecida en la relacidon de igualdad del tipo.
El concepto de representaciéon encadenada es extensible a todas las estructuras lineales
estudiadas hasta ahora.

tipo lista es
tupla
A esvector[deOaval-1]de
tupla
v es elem; enc es entero
ftupla
act, prim son entero
ftupla
ftipo

Fig. 3.16: primera version de la representacion encadenada de las listas con punto de interés.
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Asi, pues, los elementos de la lista tienen un encadenamiento que los une, y con un
apuntador al primero de la lista, otro al elemento actual y una indicacién de qué elemento es
el ultimo (por ejemplo, dando a su encadenamiento un valor nulo, habitualmente -1) la
podemos recorrer, consultar, e insertar y borrar elementos. En la fig. 3.17 se muestran dos
configuraciones posibles de las muchas que existen para una lista dada. En el apartado (a),
cada posicién del vector incluye el valor de su encadenamiento, mientras que en el apartado
(b) se muestran estos encadenamientos graficamente apuntando cada elemento a su
sucesor, excepto el ultimo, que tiene un encadenamiento especial; esta notacion es mas
clara y por esto la preferimos a la primera.

prim act act prim
(dla| | _[PL_L_Lc dlc| L_[bL_L_la
-1l 4 7 0 -1 0 1 4
01 2 3 45 6 7 01 2 3 45 6 7

Fig. 3.17(a): dos posibles representaciones encadenadas de la lista <ab, cd>.

prim act act prim
v v J J
d|a b c df c b a

L, | 41 L) NIEEE! | 4 |

Fig. 3.17(b): idem, pero mostrando graficamente los encadenamientos.

Todavia queda por resolver la gestion del espacio libre del vector, ya que cada vez que se
inserta un elemento es necesario obtener una posicion del vector donde almacenarlo vy, al
borrarlo, es necesario recuperar esta posicién para reutilizarla en el futuro. Una primera
solucién consiste en marcar las posiciones del vector como ocupadas o libres, ocupar
espacio del final del vector hasta que se agote, y reorganizar entonces el vector, pero,
precisamente, el problema de este esquema son las reorganizaciones. Como alternativa, los
sitios libres se pueden organizar también como una estructura lineal con operaciones para
obtener un elemento, borrar e insertar. En este caso, y dado que no importa la posicién
elegida, el espacio libre se organiza de la forma mas sencilla posible, es decir, como una pila,
llamada pila de sitios libres, que compartira el vector con la lista, aprovechando el mismo
campo de encadenamiento para enlazar los elementos y asi no desperdiciar espacio (v. fig.
3.18).
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prim sl act
vy y[¥[ v[¥l v
d| a b c

35y g X

Fig. 3.18: idem fig. 3.17(b), izquierda, con gestion del espacio libre.

La representacion resultante presenta todavia un problema mas: al insertar y borrar
elementos es necesario modificar el encadenamiento del elemento anterior al distinguido.
Actualmente, la unica manera de encontrar el elemento anterior al actual es recorrer la lista
desde el inicio hasta llegar al elemento en cuestion, por lo que la insercidn y la supresion
tendrian un coste temporal lineal. La solucién obvia consiste en no tener un apuntador al
elemento actual, sino al anterior al actual y, asi, tanto la insercién como la supresién tendran
un coste constante. De todos modos, esta modificacion introduce un nuevo problema: ¢ cual
es el elemento anterior al primero? Este caso especial obliga a escribir unos algoritmos mas
complicados, que actuan dependiendo de si la lista esta o no vacia, de si el elemento a
suprimir es 0 no es el primero, etc. Para evitar estos problemas, existe una técnica sencilla
pero de gran utilidad, que consiste en la inclusién dentro de la lista de un elemento
fantasma o centinela (ing., sentinel ), es decir, un elemento ficticio que siempre esta a la
izquierda de la lista, desde que se crea, de manera que el elemento actual siempre tiene un
predecesor’. Dentro del vector, este elemento ocupara la posicidon 0, y como los algoritmos
no lo moveran nunca de sitio, no es necesario un apuntador al primer elemento de la lista.

ant

sl
v VAT ]
d b

gy Iy X

Fig. 3.19: idem fig. 3.18, con un elemento fantasma y apuntador al anterior.

En la fig. 3.20 se da un universo de implementacién de las listas encadenadas con elemento
fantasma y apuntador al anterior del actual, que deja todas las operaciones constantes
excepto crea. En la fig. 3.21 se muestra la mecdanica de insercidon y supresion de elementos
en listas encadenadas (para que los esquemas sean mas claros, no se dibujan los vectores ni
el elemento fantasma, sino directamente la secuencia de elementos y la pila de sitios libres).

® Es importante distinguir el modelo y la implementacion de las listas, ya que la técnica del fantasma es
totalmente irrelevante para la especificacion del tipo y, en consecuencia, para sus usuarios.
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Notemos que el invariante de la representacion es mas complejo que los que hemos visto
hasta ahora, porque es necesario establecer ciertas propiedades que cumplan los
encadenamientos. En concreto, en la primera linea se dan los valores permitidos para ant y
sl, y en la segunda y tercera lineas se establece que toda posicion del vector forma parte, o
bien sélo de la lista de elementos, o bien sélo de la pila de sitios libres. Para escribir
comodamente este predicado se utiliza una funcién auxiliar definida recursivamente,
cadena, que devuelve el conjunto de posiciones que cuelga de una posicién determinada
del vector siguiendo los encadenamientos; asi, cadena(l, 0) devuelve el conjunto de
posiciones ocupadas dentro de I, y cadena(l, I.sl) el conjunto de posiciones que forman la
pila de sitios libres dentro de I. La mayoria de estas propiedades del invariante se repetiran
en todas las representaciones encadenadas que estudiaremos al lo largo del texto, como
también la funcién cadena, en esta forma o con pequefas variaciones.

3.3.3 Implementacion de estructuras de datos con punteros

Las diferentes implementaciones vistas hasta ahora se basan en el uso de vectores para
almacenar los elementos de las secuencias. Esta politica presenta algunos problemas:

- En un momento dado, se desaprovechan todas las posiciones del vector que no
contienen ningun elemento. Este hecho es especialmente grave cuando hay varias
estructuras lineales y alguna de ellas se llena mientras que las otras todavia tienen
espacio disponible, inalcanzables para la estructura llena (v. ejercicio 3.20).

- Hay que predeterminar la dimensiéon maxima de la estructura de datos, aunque no se
disponga de suficiente informacion para escoger una cota fiable, o se trate de un valor
muy fluctuante durante la existencia de la estructura. Es mas, a diferencia de la notacion
empleada en este texto, muchos de los lenguajes de programacion imperativos
existentes en el mercado no permiten parametrizar la dimension del vector, lo cual
agrava considerablemente el problema y puede obligar a definir diversos mdédulos para
estructuras idénticas que sélo difieran en esta caracteristica.

- Los algoritmos han de ocuparse de la gestion del espacio libre del vector.

Los lenguajes imperativos comerciales presentan un mecanismo incorporado de gestion de
espacio para liberar al programador de estas limitaciones, que se concreta en la existencia de
un nuevo tipo de datos (en realidad, un constructor de tipo) llamado puntero (ing., pointer):
una variable de tipo puntero a T, donde T es un tipo de datos cualquiera, representa un
apuntador a un objeto de tipo T. En términos de implementacion, el espacio libre es
gestionado por el sistema operativo, que responde a las peticiones del programa, y un
puntero no es mas que una direccién de memoria que representa la posicidén de inicio del
objeto de tipo T, con el anadido de un mecanismo de control de tipo para impedir el uso
indebido de los objetos. El espacio asi gestionado se denomina memoria dinamica (ing.,
dynamic storage) del programa.
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universo LISTA_INTERES_ENC(ELEM, VAL_NAT) es
implementa LISTA_INTERES(ELEM, VAL_NAT)

tipo lista es tupla
A esvector[deOavallde

tupla v es elem; enc es entero ftupla
ant, sl son entero
ftupla
ftipo
invariante (| es lista): (1 <l.sl<val v lLsl=-1) A lLantecadena(l, 0) - {-1} A
cadena(l, 0) n cadena(l, I.sl) ={-1} A
cadena(l, 0) v cadena(l, I.sl) = [-1, val]
donde se define cadena: lista nat — P(nat) como:
cadena(l, -1) = {-1}
n#-1 = cadena(l, n) = {n} U cadena(l, |.A[n].enc)

{En todas las operaciones, recordar que el punto de interés
es l.A[l.ant].enc y que el fantasma reside en la posicién 0}

funcién crea devuelve lista es
var | es lista; i es entero fvar
l.ant := 0; LA[O].enc := -1 {se inserta el elemento fantasma}
{se forma la pila de sitios libres}
para todo idesde 1 hasta val-1 hacer |.A[i].enc := i+1 fpara todo
I.A[vall.enc :=-1; l.sl := 1
devuelve |

funciéninserta (I es lista; v es elem) devuelve lista es
var temp es entero fvar
sil.sl = -1 entonces error {lista llena}
si no {v. fig. 3.21, abajo, derecha}
temp := L.A[l.sl].enc; L.A[l.sl] := <v, l.LA[l.ant].enc>
[.LA[l.ant].enc := lL.sl; l.ant := |.sl; |.sl := temp
fsi
devuelvel

funcién borra (I es lista) devuelve lista es
sil.A[l.ant].enc = -1 entonces error {lista vacia o final de lista}
si no {v. fig. 3.21, abajo, izquierda}
temp := l.A[l.ant].enc; I.A[l.ant].enc := l.A[temp].enc
[.LA[temp].enc := L.sl; I.sl := temp
fsi
devuelve

Fig. 3.20: implementacion encadenada de las listas.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Secuencias

151

funcidn principio (I es lista) devuelve lista es

funcién avanza (1 es lista) devuelve lista es

lant:=0 sil.A[l.ant].enc = -1 entonces error
devuelve | sinol.ant :=|.A[l.ant].enc
fsi
funcién actual (I es lista) devuelve elem es devuelvel

varv es elem fvar
sil.A[l.ant].enc = -1 entonces error

sinov := l.A[l.A[l.ant].enc].v
si

devuelve v

funcién final? (| es lista) devuelve bool es
devuelve l.A[l.ant].enc = -1

—h

funcién vacia? (1 es lista) devuelve bool es
devuelve I.A[0].enc = -1

funcién llena? (I es lista) devuelve bool es
devuelve l.sl = -1

funiverso
Fig. 3.20: implementacion encadenada de las listas (cont.).
ant
a > b > C > d e
—> —> —o
sl
ant 00
v Y : L
a | b f---»| c t---»| d [ a » b = I, > d e
sl ’ ant
—— —> —e — —e

A

sl

Fig. 3.21: representacion encadenada de la lista <ab, cd> (arriba), supresién del elemento
distingido (abajo, a la izquierda) e insercion del elemento v (abajo, a la derecha).

Usando punteros, se puede obtener espacio para guardar objetos de un tipo determinado y
posteriormente devolver este espacio cuando el programa ya no necesita mas el objeto;
estas operaciones se traducen en la existencia de dos primitivas sobre el tipo:
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- obtener_espacio: funcion tal que, aplicada sobre una variable de tipo puntero a T,
obtiene el espacio necesario para guardar un objeto de tipo T, y devuelve como
resultado un apuntador que es el camino de acceso a ese objeto.

- liberar_espacio: accion tal que, aplicada sobre una variable de tipo puntero a T,
"destruye" el objeto apuntado por esta variable, de manera que se vuelve inaccesible
desde el programa. La invocacion de esta accion es el unico mecanismo existente para
destruir un objeto creado mediante obtener_espacio.

Desde el momento en que se ha obtenido espacio para un objeto hasta que se libera, este
objeto se refiere mediante su puntero asociado, escribiendo el simbolo 'A' como sufijo del
nombre del puntero. Cuando una variable de tipo puntero no apunta a ningin objeto (antes
de asociarle un objeto, después de desasociarle uno, o cuando lo forzamos explicitamente
mediante una asignacion), tiene un valor especial que llamamos NULO?®. Este valor también
es devuelto por obtener_espacio cuando no queda memoria dinamica disponible’; aplicar
liberar_espacio sobre un puntero igual a NULO provoca un error. También es conveniente
destacar que los objetos creados con obtener_espacio no se destruyen automaticamente al
finalizar la ejecucion del procedimiento donde se han creado (con la Unica excepcion del
bloque correspondiente al programa principal); ésta es una diferencia fundamental con los
objetos "estaticos" habituales. En la fig. 3.22 se ofrece un ejemplo de uso de los punteros.

En la fig. 3.23 se desarrolla una implementacion para las listas mediante punteros. De
acuerdo con el esquema dado, el tipo auxiliar de los elementos de la cadena se define
recursivamente. Fijémonos que el cambio de vector por punteros no afecta a los algoritmos
de las funciones sino Unicamente a la notacién. El invariante es similar al caso de los
vectores, adaptando la notacion y sabiendo que el sitio libre no es referible desde la
representacion. Por ultimo, notemos que no hay ningun parametro formal que defina la
dimension maxima de la estructura; ahora bien, en la insercién es necesario controlar que no
se agote el espacio de la memoria. Precisamente este hecho provoca que las
especificaciones de TAD estudiadas hasta ahora, infinitas o con cota conocida, no sean
validas para la idea de implementaciones por punteros; es necesaria una especificacion que,
de alguna manera, incorpore la nocidon de memoria dindmica, que se puede agotar en
cualquier momento, lo cual no es trivial y no se estudia aqui.

Por lo que se refiere al calculo de la eficiencia temporal, consideramos que un apuntador
ocupa un espacio ©(1). Es necesario tener siempre presente, no obstante, que si el
apuntador tiene un valor no nulo, habra un objeto apuntado, que tendra su propia
dimension. En caso de calcular el espacio real de una estructura de datos, la dimension
exacta de un apuntador sera un dato necesario. Por otro lado, la indireccion propia del
operador "N se considera también constante en cuanto a la eficiencia temporal.

® Algunos lenguajes no asignan forzosamente NULO como valor inicial de una variable puntero, lo que
puede dar lugar a alguna dificultad adicional en la gestion del tipo.

” Igualmente, no todos los lenguajes siguen esta norma.
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ftipo

tipo pT es T ftipo {declaracion de un tipo de apuntadores a objetos de tipo T}

varp, q sonpT fvar {declaraciéon de variables para apuntar a objetos de tipo T;
inicialmente, p = g = NULO}

p := obtener_espacio {p apunta a un objeto de tipo T (o vale NULO, si no habia
suficiente memoria)}

prc:=5 {asignacion de un valor a un componente de la tupla apuntada
por p}

q := obtener_espacio

sip =qentonces... {comparacion de punteros (no de los objetos asociados), da
cierto si p y q apuntan al mismo objeto, lo que sera falso
excepto por una asignacion explicita p := q; también puede
comprobarse p # g, pero lo que no tiene ningun sentido es
hacer una comparacién como p < q}

grci=pie {notemos que las referencias a objetos pueden aparecer tanto
en la parte derecha como en la parte izquierda de una
asignacion}

liberar_espacio(p) {el objeto p~ se vuelve inaccesible; a partir de aqui y hasta que no

se vuelva a obtener espacio usando este puntero, p=NULOy
cualquier referencia a p” provoca error}

Fig. 3.22: ejemplo de uso del mecanismo de punteros.

La codificacién con punteros del tipo lista muestra las diversas ventajas de la representacion
por punteros sobre los vectores: no es necesario predeterminar un nimero maximo de
elementos en la estructura, no es necesario gestionar el espacio libre y, en cada momento, el
espacio ocupado por la estructura es estrictamente el necesario exceptuando el espacio
requerido por los encadenamientos®. De todas formas, el uso de punteros también presenta
algunas desventajas:

- No es verdad que la memoria sea infinita: en cualquier momento durante la ejecucién
del programa se puede agotar el espacio, con el agravante de no conocer a priori la
capacidad maxima de la estructura.

® Posiblemente un campo de encadenamiento con una implementacion mediante punteros ocupe mas
bits que un campo de encadenamiento con una implementacion mediante vectores, pero la diferencia
acostumbra a ser irrelevante respecto a la dimension total de los elementos.
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universo LISTA_INTERES_ENC_PUNT(ELEM) implementa LISTA_INTERES(ELEM)
tipo lista es tupla prim, ant son ~nodo ftupla ftipo
tipo privado nodo es tupla v es elem; enc es ~nodo ftupla ftipo

invariante (I es lista): I.prim = NULO A NULOe cadena(l.prim) A l.ante cadena(l.prim)-{NULO}
donde se define cadena: ~nodo — P(*nodo) como:
cadena(NULO) = {NULO}
p # NULO = cadena(p) = {p} u cadena(p”.enc)

funcién crea devuelve lista es

var | es lista fvar
l.prim := obtener_espacio {para el elemento fantasma}
sil.prim = NULO entonces error {no hay espacio libre}
sinol.ant := l.prim; l.ant*.enc := NULO
fsi

devuelve

funcidéninserta (I es lista; v es elem) devuelve lista es
var p es nodo fvar
p := obtener_espacio
sip = NULO entonces error {no hay espacio libre}
sino pA.v :=v; pAenc = Lanth.enc; l.anth.enc :=p; l.ant :=p
fsi
devuelve

funcién borra (I es lista) devuelve lista es
var temp es ~nodo fvar

sil.ant*.enc = NULO entonces error {lista vacia o final de lista}

si notemp := l.ant.enc; l.ant*.enc := temp”.enc; liberar_espacio(temp)
Si

devuelvell

—h

funcioén principio (I es lista) devuelve lista es
devuelve <l.prim, l.prim>

funcién actual (I es lista) dev elem es funcién avanza (| es lista) devuelve lista es
sil.ant*.enc = NULO entonces error sil.ant*.enc = NULO entonces error
si nov :=lLant*.ench.v si no l.ant := l.ant*.enc
fsi fsi

devuelve v devuelve |

funcién final? (| es lista) devuelve bool es funcién vacia? (1 es lista) devuelve bool es

devuelve l.ant*.enc = NULO devuelve l.prim~.enc = NULO

funiverso

Fig. 3.23: implementacioén encadenada por punteros de las listas.
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- Los punteros son referencias directas a memoria, por lo que es posible que se
modifiquen insospechadamente datos (e incluso c6digo, si el sistema operativo no lo
controla) en otros puntos del programa a causa de errores algoritmicos.

- La depuracion del programa es mas dificil, porque es necesario estudiar la ocupacion
de la memoria.

- Que el sistema operativo gestione los sitios libres es codmodo, pero a veces ineficiente
(v. ejercicio 3.17).

- Algunos esquemas tipicos de los lenguajes imperativos (por ejemplo, el mecanismo de
parametros, la asignacion y la entrada/salida) no funcionan de la manera esperada:
dados los punteros p y g a objetos de tipo T, dado el fichero f de registros de tipo T y
dada la funcidn llamada con un parametro de entrada de tipo T, destacamos:

¢ escribe(f, p) no escribe el objeto designado por p, sino el valor del puntero, que
es una direccion de memoria, y es necesario invocar escribe(f, p/). Ahora bien,
esta llamada también grabara en el fichero aquellos campos de T que sean
punteros (si los hay), que seran direcciones de memoria particulares de la
ejecucion actual del programa. Si en otra ejecucion posterior se leen los datos del
fichero, los punteros obtenidos no tendran ningun valor y se habra perdido la
estructuracion logica de los datos.

O p :=q no asigna el valor del objeto apuntado por q al objeto apuntado por p, sino
gue asigna la direccidon q a p.

¢ llamada(p) protege el valor del puntero p, pero no el valor del objeto apuntado por
p, que puede modificarse por mucho que el parametro se haya declarado soélo de
entrada (por valor, en la terminologia habitual de estos lenguajes).

- Diversos punteros pueden designar un mismo objeto, en cuyo caso, la modificacion del
objeto usando un puntero determinado tiene como efecto lateral la modificacion del
objeto apuntado por el resto de punteros.

- Una particularizacion del problema anterior son las llamadas referencias colgadas (ing.,
dangling reference). Por ejemplo, dado el trozo de cddigo:

var p, q son ~nodo fvar
p := obtener_espacio; q :=p
liberar_espacio(p)

se dice que q queda "colgado”, en el sentido de que su valor es diferente de NULO,
pero no apunta a ningun objeto valido. Una referencia a g/ tiene efectos impredecibles.

- El problema simétrico al anterior es la creacion de basura (ing., garbage); dado:
var p, q son ~nodo fvar
p := obtener_espacio; q := obtener_espacio; p :=q

observemos que el objeto inicialmente asociado a p queda inaccesible después de la
segunda asignacion, a pesar de que existe porque no ha sido explicitamente
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destruido. Eventualmente, esta basura puede provocar errores de ejecucion o, como
minimo, dificultar la depuracién del programa. Muchos sistemas operativos tienen
incorporado un proceso de recuperacién de estos objetos inaccesibles llamado
recogida de basura (ing., garbage collection), cuya programacién ha dado lugar a
diversos algoritmos clasicos dentro del ambito de las estructuras de datos (v., por
ejemplo, [AHUS83, cap. 12]).

Algunos de estos problemas no son exclusivos de este mecanismo sino del mal uso de las
estructuras encadenadas, pero es al trabajar con punteros cuando surgen con frecuencia.

3.3.4 Transparencia de la representacion usando punteros

El uso indiscriminado del mecanismo de punteros puede presentar los problemas que se
acaban de comentar, los cuales tienen algunas consecuencias perniciosas sobre el método
de desarrollo de programas que se sigue en este texto, sobre todo la pérdida de la
transparencia de la representacion en diversos contextos. En este apartado se detalla cudles
son exactamente los problemas y cémo se pueden solucionar, y se dan algunas
convenciones para no complicar con detalles irrelevantes la codificacion de los tipos y de los
algoritmos en el resto del libro.

a)El problema de la asignacion

Consiste en el comportamiento diferente de la asignacién entre estructuras segun se usen
vectores o punteros para implementarlas. Asi, dadas dos variables p y q, declaradas de tipo
lista, la asignacién p := g da como resultado: a) dos objetos diferentes que tienen el mismo
valor, uno identificado por p y el otro por q, en caso de que las listas estén implementadas
con vectores; b) un unico objeto identificado al mismo tiempo por p y g, en caso de que las
listas estén implementadas con punteros. Es decir, el funcionamiento de un algoritmo donde
aparezca esta asignacion depende de la implementacion concreta del TAD lista, lo cual es
inaceptable.

Para solucionar este problema, todo TAD T ha de ofrecer una operacién duplica que, dado
un objeto de tipo T, simplemente hace una réplica exacta del mismo. Entonces, un usuario
del TAD empleara duplica para copiar un objeto en lugar de la asignacién estandar. Eso si,
dentro del TAD que implementa T se puede usar la asignacién normal con su
comportamiento tradicional, pues la representacion es accesible.

b)EIl problema de la comparacion
De igual manera que en el caso anterior, la comparacion p = q entre dos objetos de tipo T se
comporta de forma diferente segun se haya implementado el tipo; es mas, en este caso y sea
cual sea la representacion, el operador = seguramente no implementara la igualdad auténtica
del tipo, que sera la relacion de igualdad vista en la seccion 2.2.
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Asi, todo TAD T ha de ofrecer una operacion ig que, dados dos objetos de tipo T, los
compare (es decir, compruebe si estan en la misma clase de equivalencia segun la relacion
de igualdad del tipo). Igualmente, dentro del TAD que implementa T si se puede usar la
comparacion normal con su comportamiento tradicional.

c)El problema de los parametros de entrada

Dado el TAD T y dada una funcion que declare un objeto t de tipo T como parametro de
entrada, ya se ha comentado que, si T esta implementado con punteros, cualquier cambio
en la estructura se refleja en la salida de la funcién. Ello es debido a que el parametro de
entrada es el puntero mismo, pero no el objeto, que no se puede proteger de ninguna
manera. Por ejemplo, en la fig. 3.24 se muestra una funcion para concatenar dos listas de
elementos (dejando el punto de interés a la derecha del todo; la especificacion queda como
ejercicio para el lector) que se implementa fuera del universo de definicidn de las listas, por lo
que no puede acceder a la representacion; pues bien, si las listas estan implementadas por
punteros, el parametro real asociado a |y se modifica, pese a ser un parametro de entrada.

funcion concatena (14, I, son lista) devuelve lista es
mientras - final?(l;) hacer |, := avanza(l,) fmientras
I, := principio(l,)
mientras - final?(l,) hacer
ly := inserta(ly, actual(l,)); I, := avanza(l,)
fmientras
devuelve |

Fig. 3.24: una funcion que concatena dos listas.

Una vez mas es necesario desligar el funcionamento de un algoritmo de la representacion
concreta de los tipos de trabajo y, por ese motivo, simplemente se prohibe la modificacion de
los parametros de entrada. En caso de que, por cualquier razén, sea necesario modificar un
parametro de entrada, es obligado hacer previamente una copia con duplica y trabajar sobre
la copia. Opcionalmente y por motivos de eficiencia, las operaciones que hasta ahora se
estan implementando mediante funciones se pueden pasar a codificar mediante acciones;
de esta manera, se pueden escoger uno o mas objetos como parametros de entrada y de
salida de forma que el resultado de la operacion quede almacenado en ellos, y ahorrar asi las
copias antes comentadas. La toma de una decisién en este sentido debe documentarse
exhaustivamente en el cédigo de la funcidén. Todos estos hechos relativos a la eficiencia
deben tratarse cuidadosamente sobre todo al considerar la traduccion del cédigo escrito en
Merli a un lenguaje imperativo concreto.

En la fig. 3.25 se presenta la adaptacion de la funcidon concatena a estas normas. Notemos
que la funcién pasa a ser una accion donde se declaran dos parametros: el primero, de
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entrada y de salida, almacena el resultado, y el segundo, solo de entrada, que se duplica al
empezar la acciéon porque se modifica (aunque en este ejemplo concreto no era necesario,
dado que los elementos de |, no cambian, excepto el punto de interés, que si habra sido
duplicado por el mecanismo de llamada a procedimientos propio de los lenguajes de
programacion imperativos). Opcionalmente, se podria haber respetado la estructura de
funcion, y habria sido necesario declarar una lista auxiliar para generar el resultado.

accion concatena (ent/sal |, es lista; ent |, es lista) es
var laux es lista fvar
duplica(l,, laux); laux := principio(laux)
mientras - final?(1 1) hacer |, := avanza(l,) fmientras
mientras - final?(laux) hacer
ly := inserta(ly, actual(laux)); laux := avanza(laux)
fmientras
faccioén

Fig. 3.25: la funcion de la fig. 3.24 convertida en accion.

d)El problema de las variables auxiliares
Sea una variable v de tipo T declarada dentro de una funcién f que usa T; si al final de la
ejecucion de f la variable v contiene informacién y T esta implementado por punteros, esta
informacion queda como basura. Por ejemplo, en la fig. 3.25 la lista auxiliar laux contiene
todos los elementos de |, al acabar la ejecuciéon de concatena. La existencia de esta basura
es, como minimo, estilisticamente inaceptable y puede causar problemas de ejecucién.

Para evitar este mal funcionamiento, el TAD T ha de ofrecer una funcién destruye que libere
el espacio ocupado por una variable de tipo T, y es necesario invocar esta operacién antes
de salir de la funcidén sobre todos los objetos que contengan basura (v. fig. 3.26).

accion concatena (ent/sal l4, I, son lista) es
var laux es lista fvar
duplica(l,, laux); laux := principio(laux)
mientras - final?(l4) hacer |, := avanza(l;) fmientras
mientras - final?(laux) hacer
Iy ;= inserta(ly, actual(laux)); laux := avanza(laux)
fmientras
destruye(laux)
faccion

Fig. 3.26: la accién de la fig. 3.25 liberando espacio.
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e)EIl problema de la reinicializacion

Al empezar a trabajar con un objeto v de tipo T, si el TAD esta implementado con punteros se
ird reservando y liberando espacio segun convenga. Eventualmente, el valor actual de v
puede quedar obsoleto y puede ser necesario reinicializar la estructura, situacion en la que,
si se aplica descuidadamente la tipica operacion de creacién, el espacio ocupado por v
previamente a la nueva creacién pasa a ser inaccesible; es necesario, pues, invocar antes
destruye sobre v. En general, es una buena practica llamar a destruye en el mismo momento
en que el valor de una variable deje de ser significativo.

Un caso particular de esta situacion son los parametros sélo de salida o de entrada y de
salida. En el caso de parametros de entrada y de salida es bésico que el programador de la
accion sea consciente de que el parametro real puede tener memoria ocupada al comenzar la
ejecucion del procedimiento mientras que, en el caso de parametros sélo de salida, el
posible espacio ocupado por el parametro real tiene que ser liberado antes de invocar la
accién para no perder acceso. En los lenguajes que no distinguen entre parametros de
entrada y de salida y sélo de salida, se puede dar a los segundos el mismo tratamiento que a
los primeros; ahora bien, si el lenguaje no inicializa siempre los punteros a NULO puede
haber ambigiedades, porque no se sabe si un puntero no nulo esta inicializado o no, en
cuyo caso se pueden tratar todos como si fueran parametros sélo de salida.

Resumiendo, en el resto del texto convendremos que todo tipo abstracto presenta, no sélo
las operaciones que especificamente aparecen en la signatura, sino también las introducidas
en este apartado (orientadas a la transparencia total de la informacién), y que las funciones y
los algoritmos que utilizan los tipos siguen las normas aqui expuestas para asegurar el
funcionamento correcto en todos los contextos conflictivos citados en este apartado. Como
ejemplo ilustrativo, en la figura 3.27 se presentan las dos representaciones encadenadas de
las listas con punto de interés, una con vectores y la otra con punteros, que siguen todas las
convenciones dadas. Las operaciones de insercion y borrado se ven modificadas por este
esquema; en la insercién, debe duplicarse el elemento almacenado en el vector mediante
duplica, mientras que en la segunda debe destruirse el espacio ocupado usando destruye;
al haber acordado que todo TAD presenta estas operaciones, no es necesario requerirlas
como parametros formales. El algoritmo de duplica asegura no sélo que los elementos son
los mismos sino ademas que su posicion se conserva, asi como la situacion del punto de
interés. La operacion de comparacién también usa la igualdad de elementos, definida en
cada una de las implementaciones del tipo; notemos que los elementos fantasma de las listas
involucradas no son comparados y que la posicién ocupada por el punto de interés es
significativa de cara al resultado. La destruccién de la lista obliga a destruir el espacio
individual que ocupa cada elemento y, ademas, en el caso de implementacion por punteros,
el espacio de cada celda de la lista. Finalmente, destacamos que presentamos dos posibles
opciones para crear las listas: con vectores, el usuario es el responsable de destruir la
estructura antes de recrearla, si lo considera necesario; con punteros, la destruccion se
realiza al comenzar la creacién, incondicionalmente, de forma transparente al usuario del tipo.
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universo LISTA_INTERES_ENC(ELEM, VAL_NAT) es
implementa LISTA_INTERES(ELEM, VAL_NAT)

... la representacion del tipo no cambia

accioén crea (sal l es lista) es

varies entero fvar
l.ant := 0; I.A[O].enc := -1
para todo idesde 1 hasta val-1 hacer |.A[i].enc := i+1 fpara todo
I.A[val].enc :=-1; l.sl := 1

faccion

accion inserta (ent/sal | es lista; ent v es elem) es
var temp es entero fvar
sil.sl=-1 entonces error
si notemp := LLA[l.sl].enc; ELEM.duplica(v, I.A[l.sl].v); l.A[l.sl].enc := l.A[l.ant].enc
lLA[l.ant].enc := l.sl; l.ant := I.sl; |.sl ;= temp
fsi
faccién

acciones borra, principio y avanza: siguen los algoritmos de la fig. 3.20, pero
adaptando las funciones a acciones de manera similar a inserta

funciones actual y final?: idénticas a la fig. 3.20

funcioénig (14, I, son lista) devuelve bool es
var iy, i son enteros; iguales es booleano fvar
iy :=11.A[0].enc; i5 :=1,.A[0].enc; iguales := cierto
mientras (i; #-1) A (i, #-1) Aiguales hacer
si ELEM.ig(ly.Afi4].v, 2. Afix].v) A ((i1 =li.ant Ao =1s.ant) v (i1 #ly.ant A i #l5.ant))
entonces iy :=4.A[i{].enc; i> :=l,.Alis].enc
si noiguales := falso
fsi
fmientras
devuelve (i; =-1) A (io=-1)

accién duplica (ent |4 es lista; sal I, es lista) es
crea(l,)
{ se copian los elementos a partir del punto de interés }
i :=1;.A[l;.ant].enc
mientras i #-1 hacer inserta(l,, l1.A[i].v); i := I{.A[i].enc fmientras
{ a continuacion, se copian los elementos anteriores al punto de interés }
principio(l,); i :=l;.A[0].enc
mientras i#l1.A[li.ant].enc hacer inserta(l,, I1.A[i].v); i := l1.A[i].enc fmientras
faccion

Fig. 3.27(a): implementacion encadenada con vectores de las listas con punto de interés.
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accion destruye (ent/sal l es lista) es

i ;= .A[0].enc
mientras i #-1 hacer
ELEM.destruye(l.Afi].v); i := I.A[i].enc
fmientras
faccion
funiverso

Fig. 3.27(a): implementacioén encadenada con vectores
de las listas con punto de interés (cont.).

universo LISTA_INTERES_ENC_PUNT(ELEM) implementa LISTA_INTERES(ELEM)
... la representacion del tipo no cambia

accioén crea (sal l es lista) es
{obtiene espacio para el fantasma, liberando previamente si es necesario, en
cuyo caso se liberan todas las celdas menos una, precisamente para el fantasma}
si l.prim = NULO entonces libera(l.prim”.enc) si no |.prim := obtener_espacio fsi
sil.prim = NULO entonces error si no l.prim~.enc := NULO; l.ant := l.prim fsi
devuelvel

Acciones inserta, borra, principio y avanza: siguen los algoritmos de la fig. 3.23,
pero adaptando las funciones a acciones de manera similar a la funcion inserta de
la fig. 3.27(a). Las funciones actual y final? son idénticas a la fig. 3.23

Funcién ig y accién duplica: idénticas a la operacions ig y duplica de la fig. 3.27(a),
adaptando la notacién de vectores a punteros

accién destruye (ent/sal l es lista) es libera(l.prim) faccion

{Accidn libera(p): devuelve al sistema las celdas que cuelgan a partir del puntero p
siguiendo el campo de encadenamiento (v. ejercicio 3.17 para una variante)}
accion privada libera (ent/sal p es ~*nodo) es
var q es “nodo fvar
mientras p # NULO hacer
ELEM.destruye(pr.v) { se libera el espacio del elemento }

q:=p; p:=prenc

liberar_espacio(q) { se libera el espacio de la celda de la lista }
fmientras
faccién
funiverso

Fig. 3.27(b): implementacién con punteros de las listas con punto de interés (cont.).
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Para evitar una sobrecarga del cddigo de los TAD con estas tareas mecanicas, en el resto del
texto se toman una serie de convenciones que las llevan a término implicitamente®. En
concreto, dado un tipo abstracto T '° se cumple:

- Cualquier implementacion de T presenta las operaciones duplica, ig y destruye,
aunque no aparezcan explicitamente. Como su esquema es siempre muy similar al que
aparece en la fig. 3.27, en este texto no se insistird mas, y supondremos que los
programadores del TAD las escribiran correctamente en el momento de programar el
tipo en un lenguaje de programacion concreto. En lo que se refiere a ig, destacamos
que ha de ser la implementacién de la relaciéon de igualdad del tipo.

- Siendo u y v de tipo T, toda asignaciéon u := v hecha fuera de un universo de
implementacion de T se interpreta como una llamada a duplica(v, u). Por otro lado, toda
comparacion u =v hecha fuera de un universo de implementacion de T se interpreta
como una llamada a ig(u, v).

- Siendo u un parametro de entrada de tipo T de una funcién o accién f cualquiera, su
valor después de ejecutar f no varia, aunque cambie dentro de la funcion. Se puede
suponer que f esta manipulando una copia de u obtenida mediante duplica.

- Antes de salir de una funcién o accion, se llamara implicitamente al procedimiento
destruye sobre todos aquellos objetos declarados como variables locales.

- Tota reinicializacién de un objeto v de tipo T va implicitamente precedida de una llamada
adestruye(v).

Con estas convenciones, los algoritmos y las implementaciones de tipo de datos vistos hasta
ahora responden al principio de la transparencia de la representacion, como es deseable.

Evidentemente, al calcular la eficiencia de los programas es necesario tener presentes estas
convenciones; por ejemplo, dado un parametro de entrada es necesario comprobar si se
modifica o no su valor, y conocer también su contexto de uso, para determinar el coste de la
invocacion a la funcién correspondiente; también deben ser consideradas las destrucciones
de las estructuras al salir de las funciones.

3.3.5 Algunas variantes en la implementacion de listas

Para algunos requerimientos particulares, las implementaciones vistas hasta ahora pueden
presentar ineficiencias, sobre todo con respecto a su coste temporal. Introducimos tres
variantes que permiten resolver algunas situaciones habituales, usadas frecuentemente en
el disefo de estructuras de datos complejas que estan formadas por diversas subestructuras
fuertemente interrelacionadas, generalmente a través de apuntadores (v. cap. 7).

° Obviamente, seria mejor disponer de un lenguaje que solucionara estos problemas en su definicion,
pero como éste no es el caso habitual, se ha optado por dar aqui unas convenciones facilmente
aplicables a los lenguajes imperativos mas comunes.

' Exceptuando los tipos predefinidos del lenguaje (booleanos, naturales, etc.).
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a)Listas circulares
Ocasionalmente puede que no interese la nocion clasica de lista, en la que existen dos
elementos claramente distinguidos, el primero y el ultimo, sino que simplemente se quieran
encadenar los elementos, o incluso que el papel de primer elemento vaya cambiando
dinamicamente. Para implementar esta idea, basta con encadenar el ultimo elemento de la
lista con el primero; este tipo de lista se denomina lista circular (ing., circular list).

|—>a—>b—>c—>d

Fig. 3.28: implementacion circular de una lista.

El concepto de circularidad también es util en otras situaciones:
- Algunos algoritmos pueden quedar simplificados si no se distingue el ultimo elemento.

- Desde todo elemento se puede acceder a cualquier otro, lo cual es especialmente util
si hay un elemento de la cadena con informacion diferenciada.

- Permite que la representacion de colas con encadenamientos sé6lo necesite un
apuntador al Ultimo elemento, porque el primero siempre sera el apuntado por el ultimo.

|—>a—>b—>c—>d

+

ult

Fig. 3.29: representacion encadenada circular de la cola abcd, donde aes la cabeza.

b)Listas doblemente encadenadas
Las listas encadenadas en un unico sentido presentan un inconveniente ya conocido: dado
un elemento, la Unica manera de saber cual es el anterior consiste en recorrer la lista desde el
inicio y el coste resultante sera lineal. Hay dos situaciones donde es imprescindible saber
qué elemento es el anterior a uno dado:

- Cuando la lista ha de ofrecer recorridos tanto hacia adelante como hacia atras. Notemos
que este modelo exige tener mas operaciones en la signatura simétricas a las de
recorrido vistas hasta ahora: una para situarse al final de la lista, otra para retroceder un
elemento y una ultima para saber si ya estamos al principio de la lista.

- Cuando la lista forma parte de una estructura de datos compleja y sus elementos se
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pueden suprimir mediante apuntadores desde otras partes de la estructura, sin
conocer la posicion que ocupa su predecesor. Este caso es especialmente importante
porque aparece con relativa frecuencia.

Si el coste lineal de estas operaciones es inaceptable, es necesario modificar la
representacion para obtener listas doblemente encadenadas (ing., doubly-linked list): listas
tales que todo elemento tiene dos encadenamientos, uno al nodo anterior y otro al
siguiente. Asi, las operaciones vuelven a ser constantes, a costa de utilizar mas espacio.

Fig. 3.30: implementacion de una lista usando dobles encadenamientos.

Una vez mas, para simplificar los algoritmos de insercion y de supresion (v. fig. 3.31) se afade
al principio un elemento fantasma, de modo que la lista no esté nunca vacia; ademas, es
aconsejable implementar la lista circularmente. La codificacion del universo queda como

ejercicio para el lector.

< <1, <+ < b [
— | 2. A— — | @ —
AN L
v |e— temp V |a—p

temp := obtener_espacio pA.enc_izgh.enc_dr ;= pA.enc_dr
temp”.enc_dr := pA.enc_dr; tempA.enc_izq :=p pA.enc_dri.enc_izq = pA.enc_izq
pA.enc_dri.enc_izqg = temp; pA.enc_dr := temp liberar_espacio(p)
temp/Av:=v

Fig. 3.31: insercidn (izquierda) y supresion (derecha) en una lista doblemente encadenada.

c)Listas ordenadas
Un requerimiento que surge a menudo en el procesamiento de una lista es la ordenacion de
sus elementos segun el valor de uno de sus campos, llamado clave (ing., key). Ademas, esta
clave es el medio de acceso individual a los elementos a suprimir y consultar, en vez del
punto de interés. Es evidente que, para que el recorrido ordenado no sea excesivamente
lento, es necesario que los elementos de la lista estén previamente ordenados segun su

clave. Hay dos posibilidades:
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- Se puede tener la lista desordenada mientras se insertan y se borran elementos y
ordenarla justo antes de empezar el recorrido. La ventaja de este esquema es que las
inserciones quedan ©(1) (se inserta en cualquier lugar -siempre que se permitan
repetidos-, porque después ya se ordenara), las supresiones de orden lineal y la Unica
operacion de recorrido que tiene una eficiencia baja es principio, que ha de ordenar los
elementos de la lista (con un buen algoritmo de ordenacién, quedaria ©(nlogn), donde
n es el numero de elementos de la estructura).

- Una alternativa seria mantener la lista siempre ordenada; esto implica que, para cada
actualizacién, es necesario buscar secuencialmente la posicion correspondiente al
elemento y entonces resulta un orden lineal, pero todas las operaciones de recorrido
quedan de orden constante.

La eleccién de una alternativa concreta depende de la relacion esperada entre
modificaciones y recorridos ordenados de la lista. Por ejemplo, para poder aplicar el primer
esquema es aconsejable que la gestidn de la lista presente dos fases diferenciadas, una
primera de actualizaciones y una segunda de consultas. También es importante saber que,
cuando la lista esta ordenada y su representacién es secuencial, se puede buscar un
elemento usando un algoritmo llamado "busqueda dicotémica", que tiene un coste
logaritmico sobre el nimero de elementos y que se presenta en este libro en el capitulo
siguiente.

El concepto de lista ordenada por una clave puede aplicarse en el caso de tener listas
ordenadas por diversas claves; es decir, los elementos que forman una lista pueden tener
mas de un campo de ordenacion. Hay dos situaciones comunes:

- Las diversas claves han de permitir recorridos ordenados independientes. En este
caso, habra que modificar la signatura del tipo para saber siempre bajo qué campo de
ordenacion se quieren aplicar las operaciones de recorrido.

- Las diversas claves tienen un orden de importancia, de manera que los elementos de la
lista se ordenan por la clave mas importante y aquellos elementos que tienen el mismo
valor de esta clave se ordenan respecto al valor de la segunda clave, etc.

En cuanto a la implementacién de estas estructuras, en el primer caso es necesario
incorporar a los elementos tantos encadenamientos como campos de ordenacion haya;
ademas, se necesitan tantos apuntadores a primeros elementos como campos de
encadenamiento, porque lo que en realidad tenemos son diversas listas que comparten los
elementos. En el segundo caso, la implementacion habitual no cambia.
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Ejercicios

Nota preliminar: En los ejercicios de este capitulo, por "implementar un tipo" se entiende:
dotar al tipo de una representacién, escribir su invariante, codificar las operaciones de la
signatura basandose en la representacién y estudiar la eficiencia espacial de la
representacion y temporal de las operaciones, mencionando también el posible coste
espacial auxiliar que puedan necesitar las operaciones en caso que no sea constante.

3.1 Escribir un algoritmo iterativo que genere las permutaciones con repeticiones de los
naturales de 1 a n tomados de n en n,n > 1. Asi, para n = 2 debe generarse 11, 12,21, 22.

3.2 Una manera original de representar pilas de naturales de 1 a n (propuesta en [Mar86])
consiste en imaginar que la pila es, en realidad, un numero (natural) en base n, que en cada
momento tiene tantos digitos como elementos hay en la pila, y que el digito menos
significativo es la cima de la pila y tal que las cifras no van de 0 a n-1 sino de 1 a n (para evitar
algunas ambigledades que podrian aparecer). Implementar el tipo basandose en esta
estrategia (incluir la funcion de abstraccion). Repetir la misma idea para implementar las colas.

3.3 a) Especificar en un universo PILA_2(ELEM) un enriquecimiento de las pilas
consistente en las operaciones concatenar dos pilas (el elemento del fondo de la segunda
pila queda por encima de la cima de la primera pila y el resto de elementos conserva su
posicién relativa a estos dos), girar los elementos dentro de la pila y obtener el elemento del
fondo de la pila. Escribir un universo IMPL_PILA_2(ELEM) que lo implemente usando
funciones no recursivas.

b) Dado el universo PILA(ELEM) que encapsula la especificacién habitual de las pilas,
modificarlo para que incluya todas las operaciones citadas en el apartado a) (no es necesario
volverlas a especificar). A continuacion, modificar el universo que implementa PILA(ELEM)
para que también se implementen estas nuevas operaciones. Comparar este método de
trabajo con el usado en el apartado anterior en cuanto a los criterios de correccion, eficiencia,
modificabilidad y reusabilidad de los programas.

3.4 Decimos que una frase es capicua si se lee igual de izquierda a derecha que de derecha
a izquierda desdenando los espacios en blanco que haya. Por ejemplo, la frase: "dabale
arroz a la zorra el abad" (de dudosas consecuencias) es capicua. Especificar la funcion
capicua? e implementarla usando los tipos pila y cola, determinando ademas su eficiencia.
Suponer que la frase se representa mediante una cola de caracteres.

3.5 Unadoble cola (ing., abreviadamente, dequeue) es una cola en la cual los elementos se
pueden insertar, eliminar y consultar en ambos extremos. Determinar la signatura de este tipo
de datos y especificarlo dentro de un universo parametrizado. Implementar el tipo segun una
estrategia secuencial con gestion circular del vector.
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3.6 El agente 0069 ha inventado un método de codificaciéon de mensajes secretos. Este
método se define mediante dos reglas bésicas que se aplican una detras de otra:
- Toda tira de caracteres no vocales se substituye por su imagen especular.
- Dada la transformacion Y del mensaje original X de longitud n, obtenida a partir de la
aplicacién del paso anterior, el mensaje codificado Z se define como sigue:
Z = Y[1].Y[n].Y[2].Y[n-1]..., donde Y][i] representa el caracter i-ésimo de Y.

Asi, por ejemplo, el mensaje "Bond, James Bond " se transforma en "BoJ ,dnameB sodn"
después del primer paso y en "BnodJo s, dBneam" después del segundo. Escribir los
algoritmos de codificacion y descodificacion del mensaje usando la especificacion de tipos
conocidos y determinar su coste. Suponer que los mensajes se representan mediante colas
de caracteres.

3.7 Modificar la representacion encadenada sobre el vector de las listas con punto de
interés para que la operacién de crear la lista tenga coste constante sin cambiar el coste de
las demas.

3.8 Pensar una estrategia de implementacion de las listas con punto de interés que permita
moverlo, no sélo hacia delante (con la operacion avanza), sino también hacia atras (con la
operacion retrocede), sin afiadir a los elementos de la lista ningin campo adicional de
encadenamiento y manteniendo todas las operaciones en orden constante excepto
principio. Codificar las operaciones adaptando la idea tanto a una representacion
encadenada como a otra no encadenada.

3.9 Implementar los TAD pila, cola y doble cola usando el mecanismo de punteros.

3.10 Implementar los polinomios especificados en el apartado 1.5.1 siguiendo las politicas
secuencial y encadenada y sin usar ningun universo de definicion de listas (es decir,
directamente sobre los constructores de tipo de Merli).

3. 11 Puede que una estructura doblemente encadenada implementada sobre un vector no
necesite mas que un campo adicional, si la dimension del vector es lo bastante pequefia
como para codificar el valor de los dos encadenamientos con un Unico numero entero que
caiga dentro del rango de la maquina. Calcular la relacidon que ha de existir entre la dimension
del vector, N, y el valor entero mas grande de la maquina, maxent, representable con k bits, y
formular las funciones de consulta y de modificacion de los dos encadenamientos
codificados en este Unico campo.

3.12 a) Escribir en un universo parametrizado LISTA_2 un enriquecimiento de las listas con
punto de interés consistente en las operaciones: contar el nimero de elementos de una
lista, eliminar todas las apariciones de un elemento dado, invertir una lista, intercambiar el
elemento de interés con su sucesor y concatenar dos listas. En la operacion invertir, el
nuevo punto de interés es el que antes era el anterior (si era el primero, el punto de interés
queda ahora a la derecha de todo). En la operacion eliminar, si se elimina el elemento
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distinguido, el punto de interés se desplaza hasta la primera posicién a la derecha del punto
de interés que no se borra (o hasta la derecha de todo si es el caso). En la operacion
intercambiar, el elemento distinguido no varia. En la operacion concatenar, el elemento
distinguido pasa a ser el primero. Determinar los parametros formales del universo. A
continuacion, escribir un universo IMPL_LISTA_2 que implemente LISTA_2.

b) Dado el universo LISTA_INTERES(ELEM) que encapsula la especificaciéon habitual de las
listas con punto de interés, modificarlo para que incluya todas las operaciones citadas en el
apartado a) (no es necesario volverlas a especificar). A continuacion, modificar el universo de
implementacién siguiendo una estrategia encadenada y con punteros para que también
aparezcan estas operaciones. Comparar este método de trabajo con el usado en el apartado
a) en cuanto a los criterios de correccion, eficiencia, modificabilidad y reusabilidad de los
programas.

3.13 Otro modelo habitual de lista es el llamado listas ordenadas por posicién (ing.,
ordered list, v. [HoS94, pp. 58-59]). En este tipo no hay punto de interés, sino que las
operaciones hacen referencia al ordinal de la posicion afectada y los elementos se humeran
consecutivamente en orden creciente a partir del uno. En concreto, se definen las
operaciones siguientes:

crea: — lista, devuelve la lista vacia

inserta: lista nat elem — lista, inserta delante del elemento i-ésimo o bien a la derecha del
todo si se especifica como parametro la longitud de la lista més uno; la numeracién de
los elementos cambia convenientemente

borra: lista nat — lista, borra el elemento i-ésimo; la numeracion de los elementos cambia
convenientemente

modifica: lista nat elem — lista, sustituye el elemento i-ésimo por el valor dado

consulta: lista nat — lista, consulta el elemento i-ésimo

longitud: lista — nat, devuelve el nimero de elementos de la lista

Especificar este TAD controlando las posibles referencias a posiciones inexistentes. A
continuacién determinar su implementacion.

3.14 Dada una especificacién parametrizada para los conjuntos con las tipicas operaciones
de O, ahadir, _e_, _n_, _u_y _>o_ (v. ejercicio 1.9), implementar el tipo segun dos
estrategias diferentes: a partir de la especificacion para algun tipo de lista y escribiendo
directamente la representacion en términos de los constructores de tipo de Merli.

3.15 Especificar el TAD colapr de las colas con prioridad (ing., priority queue; se estudian
detalladamente en la seccion 5.5) en las que el primer elemento es siempre el que tiene una
prioridad mas alta independientemente de cuando se insertd; dos elementos con la misma
prioridad conservan el orden de insercidn dentro de la cola. Como operaciones se pueden
considerar la cola vacia, insertar un elemento en la cola, obtener el menor elemento (que es
el que tiene la prioridad mas alta), desencolar el menor elemento y averiguar si la cola esta
vacia?. Determinar las posibles implementaciones para el tipo.
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3.16 Queremos implementar una estructura de datos llamada montén que almacene
cadenas de caracteres de longitud variable. No obstante, se quiere ahorrar espacio haciendo
que estas cadenas estén dispuestas secuencialmente sobre un unico vector de caracteres
dimensionado de uno a max_letras. Hara falta, ademas, una estructura adicional que indique
en qué posicion del vector empieza cada cadena y qué longitud tiene; esta estructura sera
un vector de uno a max_par, donde max_par represente el nimero maximo de palabras
diferentes que se permiten en la estructura. Las operaciones son:

vacio: — monton, crea el montén sin palabras

inserta: montdn cadena — <montén, nat>, afiade una palabra nueva a la estructura y
devuelve, ademas, el identificador con el cual se puede referir la palabra

borra: montén nat — montdn, borra la cadena identificada por el natural; esta funcién no
ha de intentar comprimir el espacio del montén

consulta: montén nat — cadena, obtiene la cadena identificada por el natural

listar: montén — lista_cadenas, lista todas las palabras del monton en orden alfabético

(Suponer que las listas y las cadenas ofrecen las operaciones habituales.)

Con estas operaciones, al insertar una palabra puede ocurrir que no haya suficiente espacio
al final del vector de letras, pero que hayan quedado agujeros provocados por supresiones.
En este caso, es necesario regenerar el montdn de manera que contenga las mismas
cadenas con los mismos identificadores, pero dejando todas las posiciones ocupadas del
vector a la izquierda y las libres a la derecha. Implementar el tipo de manera que todas las
operaciones sean lo mas rapidas posible excepto la insercién, que de todas maneras
tampoco ha de ser innecesariamente lenta.

3.17 Un problema muy concreto de las representaciones encadenadas de estructuras
lineales definidas sobre elementos de tipo T e implementadas con punteros es la supresion
de la estructura entera. Para recuperar el espacio que ocupa esta estructura es necesario
recorrerla toda y liberar las celdas individualmente, lo cual representa un coste lineal. Otra
opcion consiste en mantener en el programa un pool de celdas de tipo T, que inicialmente
esta vacio y al cual van a parar las celdas al borrar la estructura entera. Cuando alguna
estructura con elementos de tipo T necesita obtener una celda para guardar nuevos
elementos primero se consulta si hay espacio en el pool vy, si lo hay, se utiliza. Modificar la
representacién encadenada con punteros de las listas con punto de interés para adaptarla a
este esquema, sin olvidar la operacion de destruir la estructura entera.

3.18 a)Sea un TAD para las relaciones de equivalencia sobre elementos cualesquiera (que
se estudia detalladamente en la seccion 5.4) con operaciones: relacion vacia, anadir una
nueva clase con un unico elemento, fusionar dos clases identificadas a partir de dos
elementos que pertenecen a ellas, averiguar cuantas clases hay en la relacién y si dos
elementos dados son congruentes? (es decir, si estan dentro de la misma clase). Determinar
claramente la signatura del tipo, especificarlo e implementarlo segun dos estrategias: usando
la especificacion de alguna estructura lineal y representando el tipo directamente con los
constructores del lenguaje.
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b) En algunos algoritmos puede ser util que las clases diferentes se identifiquen mediante
un natural, que puede ser asignado directamente por el usuario o bien por la estructura.
Modificar el apartado anterior para adaptarlo a este nuevo requerimiento. Concretamente, la
operacion anadir requiere el numero de la clase en el primer caso y la operacion fusionar los
nombres que identifican las dos clases, mientras que la operacion congruentes? desaparece
y da lugar a la operacion clase, que devuelve el nimero de la clase donde reside un
elemento dado. En las fusiones, considerar que la clase resultante se identifica mediante el
numero de la clase mas grande de las dos que intervienen, mientras que la clase mas
pequena desaparece. Implementar el tipo segun las dos estrategias del apartado anterior.

3.19 Considerar un TAD para las matrices de enteros cuadradas dispersas (es decir, con la
mayoria de elementos a cero) y con operaciones: matriz cero, definir el valor en una posicion
dada, obtener el valor de una posicion dada, sumar y multiplicar dos matrices y calcular la
matriz traspuesta. Implementar el tipo para todas las estrategias propuestas a continuacion:
a) Implementacién con un vector bidimensional. b) Implementacion con una lista de 3-tuplas
<fila, columna, valor> donde sélo aparecen las posiciones no nulas. Discutir la conveniencia
de ordenar la lista siguiendo algun criterio. ¢) Considerar el caso de matrices triangulares
inferiores (todos los elementos por encima de la diagonal principal son nulos). En este caso,
el numero de elementos del triangulo es facilmente calculable. Implementar el tipo sin
operacion traspuesta usando un vector unidimensional. d) Repetir el apartado b)
considerando matrices tridiagonales (todos los elementos son nulos excepto los de la
diagonal principal y sus dos diagonales adyacentes), pero sin multiplicar y con traspuesta.

3.20 a) Nos enfrentamos con el problema de implementar con encadenamientos n listas
con punto de interés sobre elementos de un mismo tipo. En este caso, no podemos
simplemente asignar un vector diferente a cada lista, porque si se llena uno quedando
espacio en otros el programa abortaria incorrectamente. Por ello, lo que se hace es disponer
de un unico vector donde se almacenan todos los elementos de la lista que se encadenan
adecuadamente. Ademas, es necesario afiadir algunos vectores mas para tener acceso al
primer elemento, al ultimo y al elemento distinguido de cada lista. Implementar el tipo.

b) Repetir el apartado anterior considerando las estructuras implementadas
secuencialmente. A tal efecto, dividir inicialmente el espacio del vector en n trozos de la
misma dimension. Eventualmente alguno de estos trozos puede llegar a llenarse mientras
que otros pueden estar poco ocupados, y en este caso es necesario redistribuir el espacio
libre del vector para que las n estructuras vuelvan a tener espacio libre. Escribir el universo
de implementacién segun dos estrategias de redistribucion del espacio: i) Dando a cada una
de las n estructuras el mismo espacio libre. ii) Dando a cada una de las n estructuras un
espacio libre proporcional a su dimensién actual, considerando que las estructuras que han
crecido mas hasta ahora también tenderan a crecer mas en el futuro. (Se puede consultar
[Knu6é8, pp. 262-268].)

¢) Implementar el caso particular de representacion secuencial de dos pilas.
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Capitulo 4 Tablas

Se quiere estudiar el TAD de las funciones f: K — V que se aplican sobre un dominio K vy
dan un resultado sobre un codominio V; a los valores del dominio los llamamos claves (ing.,
key; también denominados indices o identificadores) y a los valores del codominio,
informacién o simplemente valores (ing., value); si f(k) = v, diremos que v es la informacion
asociada o asignada a k. En el caso general, el dominio K tendra una cardinalidad muy
grande y nuestras implementaciones deberan tratar adecuadamente esta caracteristica. Las
funciones que consideramos en este capitulo pueden ser totales o parciales; en el segundo
caso, llamaremos clave indefinida a toda clave que no esté en el dominio de la funcién. Dado
este modelo matematico queda claro que, asi como las estructuras lineales estan orientadas
al acceso consecutivo a todos sus elementos (ya sea ordenadamente o no), las tablas estan
orientadas a su acceso individual: interesa definir la funcién en un punto del dominio, dejar
este punto indefinido y aplicar la funcion sobre él.

ElI TAD de las funciones es conocido en el &mbito de las estructuras de la informacién con el
nombre de tabla (ing., lookup table o symbol table, aunque la notacién no es totalmente
estandar; algunos textos también lo denominan estructura funcional o diccionario). En este
contexto, es frecuente considerar las tablas como conjuntos de pares de clave y de valor,
con la restriccién de que no haya dos pares con la misma clave, de manera que la clave
identifica univocamente el par. A los pares los llamaremos elementos definidos o,
simplemente, elementos de la tabla.

La aplicacion del tipo en el campo de la programacion es diversa; por ejemplo, se emplea para
implementar tablas de simbolos de compiladores o de sistemas operativos: la clave es el
identificador de los simbolos que se almacenan y la informacién puede ser muy diversa
(direcciones de memoria, dimension, etc.).

En el resto del capitulo se estudia la especificaciéon y la implementacion del TAD; de manera

especial, se busca una implementacion con el objetivo de que las operaciones tengan un
coste temporal ©(1), lo que conseguiremos con las denominadas tablas de dispersion.
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4.1 Especificacion

Sean K y V dos dominios tales que V presenta un valor indefinido que denotaremos por L,
sea f:K— V unatablay sean keK una clave y v eV un valor. Las operaciones del TAD son:

- Crear la tabla vacia: crea, devuelve la funcién @ definida como dom(J) = .

- Asociar informacion a una clave: asigna(f, k, v), devuelve la funcién g definida como:
¢ dom(g) = dom(f) U {k} A g(k) = v.
0 VK" k'edom(g) - {k}: g(K') = f(K').
- Separar la informacion correspondiente a una clave: borra(f, k), devuelve la funcion g
definida como:
¢ dom(g) = dom(f) - {k}.
O VKk': k'edom(g): g(k') = f(k').
- Consultar el valor asociado a una clave: consulta(f, k), devuelve f(k) si kedom(f), y
devuelve 1 si ke dom(f).

Notemos que, en realidad, el modelo aqui presentado se corresponde con las funciones
totales, ya que toda clave tiene un valor asociado. En caso de que el valor indefinido no se
pueda identificar en V, se puede forzar que la funcién consulta devuelva un booleano
adicional indicando si la clave estaba o no definida, o bien se puede afadir una operacion
mas, definida?, que lo averigiie, de manera que consulta o borra sobre una clave no definida
dé error, y entonces el modelo de las tablas corresponda realmente a las funciones parciales.

En la fig. 4.1 se presenta una especificacion parametrizada para el modelo de las funciones
totales con la signatura introducida arriba. Sus parametros formales son: los géneros para las
claves y los valores, la igualdad de las claves y el valor indefinido. Por ello, usamos los
universos de caracterizacion ELEM_= y ELEM_ESP: el primero define las claves y el
segundo los valores; algunos de estos simbolos se renombran, por motivos de legibilidad’.
Por lo que al resto del universo se refiere, notemos la semejanza con la especificacion tipica
de los conjuntos. Destaquemos que la funcién borra deja la tabla inalterada si la clave no
existe, que la operacién consulta devuelve el valor indefinido si la clave buscada esta
indefinida y que la operacion asigna, si la clave ya esta definida, le asigna un nuevo valor (otra
opcién seria dejarla inalterada, o bien que la funcién asigna devolviera un segundo valor tal
que, si la clave estuviera definida, devolviera el valor asociado a la clave y dejara la tabla
inalterada, o bien asociara a la clave el nuevo valor). Notemos también la ecuacién de error
que evita la insercion del valor indefinido como pareja de una clave.

En una instancia de las tablas es necesario asociar simbolos a todos estos parametros
formales; por ejemplo, podemos definir una tabla cuyas claves sean enteros, la informacion
cadenas de caracteres y el valor indefinido una cadena especial, no valida como informacion
normal (algo asi como "*&%$#!", por ejemplo).

' Los renombramientos de los parametros formales sélo tienen vigencia en el universo que los efectua.
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universo TABLA (ELEM_=, ELEM_ESP) es

renombra ELEM_=.elem por clave
ELEM_ESP.elem por valor, ELEM_ESP.esp porindef

usa BOOL
tipo tabla

ops crea: — tabla
asigna: tabla clave valor — tabla
borra: tabla clave — tabla
consulta: tabla clave — valor

error Vke clave; Vtetaula: asigna(t, k, indef)
ecns VK,kq,kse clave; Vv,v4,v,e valor; Vietaula

Ecuaciones impurificadoras:

1) asigna(asigna(t, k, v4), k, vo) = asigna(t, k, vo)

2) [k ko] = asigna(asigna(t, ky, v4), ko, Vo) =

asigna(asigna(t, ko, o), K1, v¢)

Axiomas para borra:

1) borra(crea, k) = crea

2) borra(asigna(t, k, v), k) = borra(t, k)

3) [ky #ky] = borra(asigna(t, k4, v4), ko) = asigna(borra(t, k), k1, v4)
Axiomas para consulta:

1) consulta(crea, k) = indef

2) consulta(asigna(t, k, v), k) = v

3) [k #kso] = consulta(asignaft, k4, v¢), ko) = consulta(t, ko)

funiverso

universo ELEM_ESP caracteriza
tipo elem
ops esp: — elem

funiverso

Fig. 4.1: especificacion del TAD tabla.

Una variante del TAD tabla bastante usada consiste en considerar el modelo de los
conjuntos de elementos de V, P(V), con operaciones de insercion y supresion individual de
elementos y de comprobacién de pertenencia, siendo V un dominio que presenta una
funcién id: V — K, de manera que cada elemento del conjunto esté identificado por una
clave que sirva para hacerle referencia; a veces, el identificador sera el mismo elemento y
entonces V y K seran el mismo género e id sera la funcion identidad, y el resultado sera
equivalente al universo CJT_e de la fig. 1.29 con el afadido de la supresion. La signatura
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propuesta para este modelo aparece en la fig. 4.2 y su especificacion queda como ejercicio
para el lector. Las implementaciones y los algoritmos sobre tablas que aparecen en el resto
del capitulo se pueden adaptar a este TAD con muy poco esfuerzo.

universo CONJUNTO (ELEM_CJT) es universo ELEM_CJT caracteriza
usa BOOL usa ELEM_ESP
tipo conjunto tipo clave
ops ops
crea: — conjunto id: elem — clave
afade: conjunto elem — conjunto _=_,_#_:clave clave — bool
borra: conjunto clave — conjunto ecns..lasde _=_y_=#_

consulta: conjunto clave — elem funiverso
estd?: conjunto clave — bool
funiverso

Fig. 4.2: una signatura para el TAD de los conjuntos.

4.2 Implementacion

Estudiamos en esta seccidn las diferentes posibilidades para implementar el TAD de las
tablas. Comenzamos usando diversas variantes de listas hasta llegar a las tablas de
dispersién, que son de la maxima eficiencia para las operaciones del tipo. A lo largo de la
seccion usaremos dos medidas de eficiencia que nos permitan comparar las organizaciones:

- S,(K): numero necesario de comparaciones entre claves en una tabla de n elementos
para encontrar el elemento de clave k (ing., successful search).

-U,(k): numero necesario de comparaciones entre claves en una tabla de n elementos
en una busqueda sin éxito del elemento de clave k (ing., unsuccessful search).

Notemos que S,(k) es un factor importante en el célculo del coste de la modificacion y la
supresion de elementos ya existentes y en la consulta de claves definidas, mientras que
U,(k) determina el coste de la insercidn de nuevos elementos dentro de la tabla, de la
supresion de elementos dando como referencia una clave indefinida y de la consulta de
claves indefinidas. Generalmente, a partir de los valores de S, (k) y U, (k) se puede determinar
el coste de las operaciones del TAD; ahora bien, a veces puede haber otros factores que
influyan en la eficiencia (por ejemplo, seguimiento de encadenamientos, movimiento de
elementos, etc.), en cuyo caso se destacara explicitamente.

A veces, estas magnitudes seran variables aleatorias, en cuyo caso €[S, (k)] y €U, (k)] seran
sus esperanzas’.

% Pese a que seria interesante, en este libro no se estudian otras medidas estadisticas mas que a nivel
muy superficial y en algun caso concreto; para profundizar en el tema, consultar [GoB91] y [Knu73].
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4.2.1 Implementacion por listas desordenadas

Consiste en organizar una lista no ordenada cuyos elementos sean las claves definidas con
su valor asociado. Claramente se cumple que €[S,(k)] = (n+1)/2 y U, (k) = n. Asi, el coste
asintotico de las operaciones del TAD tabla es ©(n), frente a otros esquemas logaritmicos o
constantes que se introducen a continuacion. No obstante, su simplicidad hace posible su
eleccion, para n pequefia, o si no hay restricciones de eficiencia.

Es interesante conocer un par de estrategias utiles en determinadas circunstancias (aunque
no reducen el coste asintético):

- Si se dispone a priori de las probabilidades de consulta de cada clave y, a partir de un
momento dado, las actualizaciones son relativamente irrelevantes respecto a las
consultas, se pueden mantener ordenadas las claves segun estas probabilidades
dentro de la lista, y se obtiene como resultado €[S,(k)]=2x:1< X <n:X.py, donde p,
representa la probabilidad de consulta de la x-ésima clave mas probable.

En las busquedas con éxito puede reorganizarse la lista para que los elementos que se
consulten queden cerca del inicio, con la suposicion de que las claves no son
equiprobablemente consultadas y que las mas consultadas hasta al momento son las
que se consultaran mas en el futuro; es decir, se tiende precisamente a una lista
ordenada por probabilidades. Esta estrategia se conoce con el nombre de busqueda
secuencial autoorganizativa (ing., self-organizing sequential search) y hay varias
implementaciones posibles entre las que destacamos la denominada busqueda con
movimiento al inicio (ing., move to front), en la que el elemento consultado se lleva al
inicio de la lista, y la denominada busqueda por transposicién (ing., transpose), donde
se intercambia el elemento consultado con su predecesor. En general, el segundo
método da mejores resultados que el primero cuando las probabilidades de consulta
de las diversas claves no varian en el tiempo (los saltos de los elementos dentro la lista
son mas cortos, con lo que su distribucién es mas estable); por otro lado, si la
distribucion es muy sesgada el primer método organiza los elementos mas
rapidamente. Notemos también que, en el caso de representar las listas
secuencialmente, los desplazamientos exigen copias de elementos con los problemas
mencionados en el apartado 3.3.2.a).

4.2.2 Implementacion por listas ordenadas

Aplicable sdlo si las claves presentan una operacién < de comparacion que defina un orden
total, es una organizacion util cuando las consultas predominan sobre las actualizaciones,
porque aunque estas ultimas queden ©(n), las primeras reducen su coste. También pueden
usarse si la tabla tiene dos estados bien diferenciados en el tiempo, el primero en el que
predominen las actualizaciones y el segundo donde predominen las consultas; entonces se
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puede mantener la lista desordenada durante el primer estado y aplicar un algoritmo de
ordenacion de coste O(nlogn) antes de comenzar el segundo. En todo caso, aparte del
coste temporal, es necesario recordar que, si la implementacion elegida para las listas es
secuencial, las actualizaciones exigen movimientos de elementos. A continuacion, citamos
los tres esquemas de busqueda habituales.

a) Lineal (secuencial)
Ya presentado en la seccién 3.3, consiste en recorrer la lista desde el principio hasta
encontrar el elemento buscado o llegar al final. La busqueda sin éxito acaba antes que en el
caso desordenado, €U,(k)] = €[S,(k)] = (n+1)/2, aunque el coste asintético sigue siendo
lineal.®

b) Dicotomica

También conocida como busqueda binaria (ing., dichotomic o binary search), es aplicable
s6lo cuando la lista se representa secuencialmente dentro de un vector y consiste en
descartar sucesivamente la mitad de las posiciones del vector hasta encontrar el elemento
buscado, o bien acabar. Para ello, a cada paso se compara el elemento buscado con el
elemento contenido en la posicion central del trozo de vector en examen; si es mas
pequefio, se descartan todos los elementos de la derecha, si es mas grande, los de la
izquierda, y si es igual, ya se ha encontrado.

En la fig. 4.3 se da una version iterativa del algoritmo de busqueda dicotémica. Suponemos
que las tablas se representan por un vector A dimensionado de uno a un maximo
predeterminado y un apuntador sl de sitio libre; suponemos también que cada posicién del
vector es una tupla de clave y valor. Los apuntadores izq y der delimitan el trozo del vector
en examen, tal como establece el invariante; debemos destacar, sin embargo, que para que
el invariante sea correcto es necesario imaginar que las posiciones 0 y sl de la tabla estan
ocupadas por dos elementos fantasma tales que sus claves son, respectivamente, la clave
mas pequena posible y la clave mas grande posible dentro del dominio de las claves. El
andlisis del algoritmo revela que S, (k) y U,(k) valen aproximadamente log,n; el coste de la
consulta es, pues, ©(logn).

® Hay un algoritmo que asegura un coste O(\n) en el caso medio, pero que queda Q(n) en el caso peor,
que se basa en la inserciéon de nuevos encadenamientos, que permiten efectuar saltos mas largos. En
[BrB87, pp. 248-250] se presenta una version probabilistica de este algoritmo, que consigue reducir el
coste del caso peor al caso medio.
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funcién consulta (t es tabla; k es clave) devuelve valor es
var izq, der, med son nat; encontrado es bool; v es valor fvar
izq := 0; der :=t.sl; encontrado := falso
mientras (der - izq > 1) A~ encontrado hacer
{ l=o0< izq < der <t.sl At.Alizg].k < k < t.A[der].k
Aencontrado = t.A[med].k =k }
med := (izq + der) / 2
opcién
caso t.A[med].k = k hacer encontrado := cierto
caso k < t.Al[med].k hacer der := med
caso t.A[med].k < k hacerizq := med
fopcion
fmientras
si encontrado entoncesv :=t.A[med] si no v := indefinido fsi
devuelvev

Fig. 4.3: algoritmo de busqueda dicotémica.

c) Por interpolacion

También para listas representadas secuencialmente, la busqueda por interpolacion (ing.,
interpolation search; también conocida como estimated entry search) sigue la misma
estrategia que la anterior con la diferencia de que, en vez de consultar la posicion central, se
consulta una posicién que se interpola a partir del valor de la clave que se quiere buscar y de
los valores de la primera y la ultima clave del trozo del vector en examen. Si suponemos que
las claves se distribuyen uniformemente entre sus valores minimo y maximo, el resultado es
que tanto €[S, (k)] como €[U, (k)] valen B(loglogn), con la funcion de interpolacion F:

FA ki i) =L (kAL / (AGFALD) b - (j-i) J+i

Si la distribucion no es uniforme, aunque tedricamente se podria corregir la desviacién para
mantener este coste bajo (conociendo a priori la distribucion real de las claves), en la practica
seria complicado; por ejemplo, si Vp: 1< p<n-1: A[p]=p y A[n] = oo, en el caso de buscar el
elemento n-1, el coste resultante es lineal. Para evitar este riesgo, en [GoB91, pp. 42-43] se
propone combinar un primer paso de acceso a la tabla usando el algoritmo de interpolacién vy,
a continuacion, buscar secuencialmente en la direccién adecuada.

Notemos que la busqueda por interpolacion dentro de una lista s6lo funciona cuando las

claves son numéricas (o tienen una interpretacion numeérica), y no estan repetidas (como es
el caso que aqui nos ocupa, en el que la lista representa una tabla).
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4.2.3 Implementacion por vectores de acceso directo

Una mejora evidente del coste de las operaciones del TAD es implementar la tabla sobre un
vector de manera que cada clave tenga asociada una y sélo una posicidn del vector. En otras
palabras, dada una funcién g: K — Zn, donde Zn representa el intervalo cerrado [0, n-1], y
siendo n la cardinalidad del conjunto de claves, la tabla se puede representar con un vector
A tal que, dada una clave k, en A[g(k)] esté el valor asociado a k ; si la clave esta indefinida, en
Alg(k)] residira el valor indefinido o, si no existe ningun valor que pueda desempefiar este
papel, en cada posicion afadiremos un campo booleano adicional que marque la
indefinicion. Con esta representacion, es obvio que todas las operaciones se implementan
en orden constante.

La funcion g ha de ser inyectiva como minimo; mejor aun si es biyectiva, porque en caso
contrario habra posiciones del vector que siempre quedaran sin usar. Incluso en el ultimo
caso, sin embargo, el esquema es impracticable si n es muy grande y el porcentaje de claves
definidas es muy pequefo (lo que implica que la mayoria de las posiciones del vector estaran
sin usar), que es lo mas habitual.

4.2.4 Implementacion por tablas de dispersion

Las tablas de dispersién (ing., hashing table o también scatter table; to hash se traduce por
"desmenuzar"), también conocidas como tablas de direccionamiento calculado, se parecen
al esquema anterior en que utilizan una funcién h: K — Zr que asigna un entero a una clave,
pero ahora sin requerir que h sea inyectiva, lo que divide el dominio de las claves en r clases
de equivalencia y quedan dentro de cada clase todas las claves tales que, al aplicarles h, dan
el mismo valor. A h la llamamos funcién de dispersién (ing., hashing function), y los valores de
Z, son los valores de dispersion (ing., hashing values). Lo mas importante es que, a pesar de
la no-inyectividad de h (que permite aprovechar mucho mas el espacio, porque sdélo se
guardan los elementos definidos de la tabla), el coste de las operaciones se puede mantener
constante con gran probabilidad.

Como antes, se usa h(k) para acceder a un vector donde residan las claves definidas junto
con su valor (mas otra informacion de gestién de la tabla que ya introduciremos). Como no se
requiere que h sea inyectiva, se define el vector con una dimensién mas pequefia que en el
esquema anterior y se asigna cada clase de equivalencia a una posicién del vector. A las
posiciones del vector algunos autores las llaman cubetas (ing., bucket); esta terminologia se
usa sobre todo al hablar de dispersién sobre memoria secundaria, donde en lugar de
vectores se usan ficheros.

Quedan dos cuestiones por resolver:
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- ¢Qué forma toma la funcién de dispersion? Ha de cumplir ciertas propiedades, como
distribuir bien las claves y ser relativamente rapida de calcular.

- ¢Qué pasa cuando en la tabla se quieren insertar claves con idéntico valor de
dispersion? Si primero se inserta una clave k, tal que h(k) = i, y después otra k', tal que
h(k') =i, se dice que se produce una colisién (ing., collision), porque k' encuentra
ocupada la posicién del vector que le corresponde; a k y k' los llamamos sinénimos
(ing., synonym). El tratamiento de las colisiones da lugar a varias estrategias de
implementacion de las tablas de dispersion.

4.3 Funciones de dispersion

En esta seccidn se determinan algunos algoritmos que pueden aplicarse sobre una clave
para obtener valores de dispersion. Comencemos por establecer las propiedades que debe
cumplir una buena funcién de dispersion:

- Distribucién uniforme: todos los valores de dispersién deben tener aproximadamente
el mismo numero de claves asociadas dentro de K, es decir, la particién inducida por la
funcion da lugar a clases de equivalencia de tamafo parecido.

- Independencia de la apariencia de la clave: pequeios cambios en la clave han de
resultar en cambios absolutamente aleatorios del valor de dispersién; ademas, las
variaciones en una parte de la clave no han de ser compensables con variaciones
facilmente calculables en otra parte.

- Exhaustividad: todo valor de dispersion debe tener como minimo una clave asociada,
de manera que ninguna posicion del vector quede desaprovechada a priori.

- Rapidez de célculo: los algoritmos han de ser sencillos vy, si es necesario, programados
directamente en lenguaje maquina o bien en lenguajes como C, que permiten
manipulacion directa de bits; las operaciones necesarias para ejecutar los algoritmos
deben ser lo mas rapidas posible (idealmente, desplazamientos o rotaciones de bits,
operaciones ldgicas y similares).

Es necesario sefialar que la construccién de computadores cada vez mas potentes relativiza
la importancia del ultimo criterio al disefiar la funcion; ahora bien, sea cual sea la potencia de
célculo del computador parece seguro que operaciones como la suma, los desplazamientos
y los operadores |dgicos seran siempre mas rapidas que el producto y la division, por
ejemplo, y por esto seguimos considerando la rapidez como un parametro de disefio.

Por otro lado, y este es un hecho fundamental para entender la estrategia de dispersion, las

dos primeras propiedades se refieren al dominio potencial de claves K, pero no aseguran el
buen comportamiento de una funcién de dispersion para un subconjunto A de claves,
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siendo A = K, porque puede ocurrir que muchas de las claves de A tengan el mismo valor
de dispersion y que algunos de estos valores, por el contrario, no tengan ninguna
antiimagen en A. Precisamente por esto, una funcién de dispersién teéricamente buena
puede dar resultados malos en un contexto de uso determinado. Si se considera que este
problema es grave, en las implementaciones de tablas que se introducen en la proxima
seccion se puede afadir cédigo para controlar que el numero de colisiones no sobrepase
una cota maxima. En todo caso, esta propiedad indeseable de la dispersion siempre debe
ser tenida en cuenta al disefar estructuras de datos.

Es natural preguntarse, antes de empezar a estudiar estrategias concretas, qué
posibilidades existen de encontrar buenas funciones de dispersion. Si se quiere almacenar
n claves en una tabla de dimensién r, hay rn posibles configuraciones, cada una de ellas
obtenida mediante una hipotética funcion de dispersion; sin < r, sélor!/ (r-n)! de estas
funciones no provocan ninguna colision. Por ejemplo, D.E. Knuth presenta la "paradoja del
cumpleanos": si acuden veintitrés personas a una fiesta, es mas probable que haya dos de
ellas que celebren su cumpleanos el mismo dia que no lo contrario [Knu73, pp. 506-507].
Por ello, lo que pretendemos no es buscar funciones que no provoquen ninguna colision
sino funciones que, en el caso medio, no provoquen muchas’. Debe tenerse en cuenta,
ademas, que es tedéricamente imposible generar datos aleatorios a partir de claves no
aleatorias, pero lo que se busca aqui es una buena simulacion, lo que si que es posible;
incluso una funcion de dispersién puede provocar menos colisiones que una auténtica
funcién aleatoria.

Analizaremos las funciones de dispersion segun dos enfoques diferentes:
- Considerando directamente las funciones h : K — Z,.

- Considerando las funciones h: K — Zr como la composicién de dos funciones
diferentes, f:K > Z yg:Z —» Z,.

Asimismo, a partir de ahora consideraremos que las claves son, o bien enteros dentro de un
intervalo cualquiera, o bien cadenas de caracteres (las cadenas de caracteres las
denotaremos por C*, siendo C el conjunto valido de caracteres de la maquina), porque es el
caso usual. A veces, no obstante, nos encontramos con que las claves han de considerarse
como la uniéon o composicion de diversos campos, y es necesario adaptar los algoritmos aqui
vistos a este caso, sin que generalmente haya mayores problemas. Cuando las claves sean
numeéricas, la funcion h sera directamente igual a g.

* Si la tabla es estatica y las claves se conocen a priori, hay técnicas que permiten buscar funciones
que efectivamente no generen sindnimos; son las denominadas técnicas de dispersion perfecta (ing.,
perfect hashing), que no estudiamos aqui. Se puede consultar el articulo de T.G. Lewis y C.R. Cook
"Hashing for Dynamic and Static Internal Tables" (publicado en el Computer IEEE, 21(10), 1988, es un
resumen de la técnica de dispersion en general) para una introduccion al tema y [Meh84] para un
estudio en profundidad.
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4.3.1 Funciones de traduccion de cadenas a enteros

Normalmente, las funciones f: Cr>Z interpretan cada caracter de la cadena como un
ndmero, y se combinan todos los numeros asi obtenidos mediante algun algoritmo;
normalmente, estos nimeros son naturales entre 0 y 127 6 255, segun el cédigo concreto
de la maquina.

El primer problema que se presenta es que seguramente las claves no usaran todos los
caracteres del cédigo. Por ejemplo, imaginemos el caso habitual en que las cadenas de
caracteres representan nombres (de personas, de lugares, etc.); es evidente que algunos
caracteres validos del codigo de la maquina no apareceran nunca (como '&', '%', etc.), por lo
que su codificacion numérica no se usara. Por ejemplo, si el cddigo de la maquina es ASCII
estandar (con valores comprendidos en el intervalo [0, 127]) y en los nombres sélo aparecen
letras y algunos caracteres especiales mas (como 'y '-'), las cadenas estaran formadas por un
conjunto de 54 caracteres del cdédigo (suponiendo que se distingan mayusculas de
minusculas); es decir, mas de la mitad del cddigo quedara desaprovechado y por ello los
valores generados no seran equiprobables (es mas, puede haber valores inalcanzables).
Para evitar una primera pérdida de uniformidad en el tratamiento de la clave es conveniente
efectuar una traduccién de cédigos mediante una funcion ¢: C- [1, b], siendo b el nimero
diferente de caracteres que pueden formar parte de las claves, de manera que la funcién de
conversion f se define finalmente como f(k) = f'(P(k)), siendo D la extension de ¢ a todos
los caracteres de la clave y f' una funcion f': [1, b]* — Z . Esta conversion sera mas o menos
laboriosa segun la distribucion de los caracteres dentro del codigo usado por la maquina.

A continuacion, se definen algunes funciones f aplicables sobre una clave k=c,,...c4:

- Suma de todos los caracteres: f(k)= 2i:1<i <n: 0(c;). Empiricamente se observa que
los resultados de esta funcion son poco satisfactorios, fundamentalmente porque el
valor de un caracter es el mismo independientemente de la posicidon en que aparezca.

- Suma ponderada de todos los caracteres: modifica la férmula anterior considerando
que los caracteres tienen un peso asociado que depende de la posicion donde
aparecen y queda: f(k) = Xi: 1 <i<n: ¢(c;).b*1. Los resultados son espectacularmente
mejores que en el método anterior y por ello esta funcién es muy usada, aunque
presenta dos problemas que es necesario conocer:

¢ Es mas ineficiente, a causa del célculo de una potencia y del posterior producto a
cada paso del sumatorio. La potencia se puede ahorrar introduciendo una tabla
auxiliar T, tal que TI[i] = bi-1, que se inicializara una unica vez al principio del
programa y que generalmente sera lo suficientemente pequefa dentro del
contexto de los datos del programa como para despreciar el espacio que ocupa.
Otra opcidn consiste en elevar, no b, sino la menor potencia de 2 més grande que
b, de manera que los productos y las potencias puedan implementarse como
operaciones de desplazamiento de bits; los resultados de esta variante no son tan
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malos como se podria temer (dependiendo de la diferencia entre b y la potencia de
2). Es necesario controlar, no obstante, que los desplazamientos no provoquen
apariciones reiteradas de ceros dentro de los sumandos parciales ni apariciones
ciclicas de la misma secuencia de nimeros.

¢ Se puede producir un desbordamiento en el célculo, que es necesario detectar
antes que se produzca; por ejemplo, si b vale 26, en una maquina que use 32 bits
para representar los enteros puede producirse desbordamiento a partir del octavo
caracter. Una solucion consiste en ignorar los bits que se van generando fuera del
tamano de la palabra del computador, pero esta estrategia ignora cierta cantidad de
informacién reduciendo pues la aleatoriedad de la clave; ademas, no siempre es
posible y/o eficiente detectar e ignorar este desbordamiento.

Una alternativa es dividir la clave de entrada en m trozos de tamafo k bits (excepto
uno de ellos si el resto de la division m /k es diferente de cero) aplicando entonces
la férmula de la suma ponderada sobre cada uno de estos trozos y combinando los
resultados parciales mediante sumas. El tamafo k debe verificar que el calculo de
cada trozo por separado no provoque desbordamiento, y tampoco su suma final.
Es decir, k es el mayor entero que cumple m.bk < maxent, siendo maxent el mayor
entero representable en la maquina.

- Cualquier otra variante del método anterior hecha a partir de estudios empiricos,
cuando se tiene una idea aproximada de las distribuciones de los datos. Por ejemplo,
en el articulo "Selecting a Hashing Algorithm”, de B.J. McKenzie, R. Harries y T. Bell,
Software-Practice and Experience, 20(2), 1990, se presentan algunas funciones de
dispersion usadas en la construccion de compiladores, que utilizan otros valores para
ponderar los caracteres (potencias de dos, que son rapidas de calcular o numeros
primos, que distribuyen mejor).

4.3.2 Funciones de restriccion de un entero en un intervalo

En la literatura sobre el tema se encuentran gran cantidad de funciones; destacamos tres:

- Division (ing., division): definida como g(z) = z mod r, es muy sencilla y rapida de calcular.
Evidentemente, el valor r es crucial para una buena distribucion. Asi, por ejemplo, una
potencia de 2 favorece la eficiencia, pero la distribucién resultante sera defectuosa,
porque simplemente tomaria los log,r bits menos significativos de la clave; tampoco es
bueno que r sea par, porque la paridad de z se conservaria en el resultado; ni que sea
un multiplo de 3, porque dos valores z y z' que sélo se diferencien en la posicion de
dos bytes tendrian el mismo valor. En general, es necesario evitar los valores de r tales
que (bs+a) modr =0, porque un médulo con este valor tiende a ser una superposicion
de los bytes de z, siendo lo mas adecuado un r primo tal que bs modr #+a,para sy a
pequefos. En la practica, es suficiente que r no tenga divisores mas pequenos que
20. Se puede encontrar un ejemplo de eleccion de r en [Meh84, pp. 121-122].
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- Desplegamiento-plegamiento (ing., folding-unfolding): se divide la representacion
binaria de la clave numérica z en m partes de la misma longitud k (excepto posiblemente
la dltima), normalmente un byte. A continuacion, se combinan las partes segun una
estrategia determinada (por ejemplo, con sumas o o-exclusivos) obteniéndose un valor
r = 2k+¢e, dependiento € del método concreto de combinacién (por ejemplo, si usamos
o-exclusivos, € = 0).

- Cuadrado: se define g(z) como la interpretacién numérica de los [ log,r] bits centrales de
z2, Conviene que r sea potencia de 2. Esta funcién distribuye bien porque los bits
centrales de un cuadrado no dependen de ninguna parte concreta de la clave, siempre
que no haya ceros de relleno al inicio o al final del nimero. Debe controlarse el posible
desbordamiento que pueda provocar el célculo del cuadrado. En [AHUS83, p.131] se
presenta una variante interesante.

El problema de todos estos métodos es que pueden distribuir mal una secuencia dada de
claves, en cuyo caso es necesario encontrar una nueva funcion, pero, ¢con qué criterios? ;Y
si esta nueva funcion tampoco se comporta correctamente? Un enfoque diferente consiste
en no trabajar con funciones individuales sino con familias de funciones de modo que, si una
de estas funciones se comporta mal para una distribuciéon dada de la entrada, se elija
aleatoriamente otra de la misma familia; son las denominadas familias universales (ing.,
universal class) de funciones de dispersion, definidas por J.L. Carter y M.N. Wegman el afio
1979 en "Universal Classes of Hash Functions", Journal of Computer and System Sciences,
18. De manera mas formal, dada una familia de funciones H, H € {g : Za - Zr}, siendo a el
valor mas grande posible después de aplicar f a la clave, diremos que H es una familia
2-universal si: VX,y : X,y eZa: IKh eH /h(x)=h(y)}I<IIHII/r o, en otras palabras, si ningun par
de claves colisiona en exceso sobre el conjunto de todas las funciones de H (precisamente,
el prefijo "2" de la definicion pone el énfasis en el estudio del comportamiento sobre pares
de elementos), de manera que si se toma aleatoriamente una funcion de H y se aplica sobre
un conjunto cualquiera de datos A, A =K, es altamente probable que esta funcién sea tan
buena (es decir, que distribuya las claves igual de bien) como otra funcién disefiada
especificamente para K. Informalmente, se estd afirmando que dentro de H hay un numero
suficiente de "buenas" funciones para esperar que aleatoriamente se elija alguna de ellas.

Una consecuencia de la definicion de 2-universal es que, dado un conjunto A cualquiera de
claves y dada k K una clave cualquiera tal que k ¢A, el nimero esperado de colisiones de
k con las claves de A usando una funcién f de 2-universal estd acotado por II1All/r, que es
una magnitud que asegura el buen comportamiento esperado de la funcién. Es mas, la
variancia de este valor esta acotada para cada consulta individual, lo que permite forzar que
dichas consultas cumplan restricciones temporales (v. "Analysis of a universal class of
functions", G. Markowsky, J.L. Carter y M.N. Wegman, en los Proceedings 7th Workshop of
Mathematical Foundations of Computer Science, LNCS 64, Springer-Verlag).
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Carter y Wegman presentan tres clases de 2-universal, adoptadas también por otros autores
(principalmente las dos primeras, posiblemente con pequefas variaciones), que exhiben el
mismo comportamiento y que pueden evaluarse de modo eficiente:

-H4: sea p un ndmero primo tal que p > a, sea g4: Zp — Z, una funcién uniforme
cualquiera (por ejemplo, g(z) =z mod r), sea gomn: Z, — Zp una familia de funciones
tales que m,neZa, m= 0, definida como g, ™n(z) = (m.z + n) mod p vy, finalmente, sea
Imn: Z, — Z, una familia de funciones definida como Om.n(2) = g1(g2mn(z)). Entonces
se cumple que la clase Hy = {gnn / m,n eZa con m # 0} es 2-universal. El articulo
original de Carter y Wegman da una propiedad sobre p que, si se cumple, reduce el
numero de divisiones del algoritmo de dispersion.

-Hj: en este caso, es necesario que r sea potencia de 2, r=25. Sea j = [log,al (es
decir, j es el numero minimo de bits necesarios para codificar cualquier valor de Za),
sea ¥ el conjunto de matrices M, de componentes 0 6 1, sea gu: Z, — Z, una
familia de funciones definida como gy (z) = [2;®s(Mjs...M;s)] ;... [21Os(Myy...My)],
donde z,...z4 es la representacion binaria de z, M es una matriz de \¥' tal que sus filas
son de la forma (m;4...m;s), @, es la operacion o-exclusivo sobre operandos de s bits y
Z;®s(m;4...m;s) esigual a s ceros si zj=0 0 a (m;y...m;s) si z;= 1. Entonces se cumple
que la clase Hz = {gy /M € ¥} es 2-universal.

-H,: variante de H; que permite ganar tiempo a costa de espacio, consiste en interpretar
el numero z = z;...zy como un numero en base o que se puede expandir a otro nimero
binario z' = zgZj1---21, €n el que habra exactamente [/ o | unos; si esta magnitud no
es muy grande, el calculo exige menos o-exclusivos.

4.3.3 Funciones de traduccion de cadenas a enteros en un intervalo

La estrategia mas sencilla consiste en combinar dos métodos de las familias que acabamos
de estudiar. EI mas usual consiste en aplicar la funcién de suma ponderada a la cadena de
caracteres que forma la clave y operar el resultado con una familia universal o un método
particular, generalmente el médulo; en este ultimo caso, se puede alternar el modulo con la
suma ponderada de manera que se evite el problema del desbordamiento.

También se pueden disefiar funciones que manipulen directamente la representacion
binaria de la clave. Si la clave es pequefa, puede interpretarse su representacion como un
numero binario, si no, es necesario combinar sus bytes con ciertas operaciones
(usualmente, sumas y o-exclusivos) de manera parecida al método de desplegamiento visto
en el punto anterior. Presentamos aqui uno de estos métodos propuesto por P.K. Pearson
en "Fast Hashing of Variable-Length Text Strings", Communications ACM, 33(6), 1990, que
tiene un funcionamiento parecido a la familia Hy de funciones universales.
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Sea r = 2% la minima potencia de 2 mas grande que la base b de los caracteres, y sea un
vector T [de 0 a r -1] que contenga una permutacion aleatoria (sin repeticiones) de los
elementos de Z, (sus elementos, pues, se representan con s bits); la funcién de dispersion
h: C* = Z, aplicada sobre una clave k =c,,...c; se define como:

Ag(k)=0
Ai(k) = T[A1(K) ©5 ¢ (ci)]
h(k) = An(k)

siendo @, la operacién o-exclusivo sobre operandos de s bits.

Este esquema se adapta perfectamente al caso habitual de claves de longitud variable o
desconocida a priori; ademas, no impone ninguna restriccion sobre su longitud y no necesita
preocuparse de posibles desbordamientos. Ahora bien, la definicion dada presenta un grave
inconveniente: la dimensidn de la tabla viene determinada por s, lo que normalmente resulta
en un valor muy pequefio. Si suponemos el caso inverso, en el cual se disefia la funcion de
dispersién a partir de r, es necesario reformular la definicion. Sea t el entero mas pequenio tal
que r- 1 < 2t, siendo t el nimero de bits necesario para representar valores dentro de Z,;
entonces, se aplica la funcién A, un total de p =[t/s | veces sobre k de la siguiente forma:

- Se define la familia de funciones A (k) = A,(ki), donde k i=c,...c; 1, siendo ci el caracter
tal que ¢(c)=(dp(c)+i)modr.

- Se define la funcién de dispersion como h(k) = A,pP-1(k) . ... . A,0(K), siendo . la
concatenacion de bits. Notemos que, efectivamente, h(k) da valores en Z,.

Se puede demostrar que las p secuencias de valores de A,i(k) son independientes entre si.
Sir no es potencia de 2, la ultima vez que se aplique la funcién es necesario obtener menos
de s bits, por ejemplo, tomando el resto de la division t/s.

4.3.4 Caracterizacion e implementacion de las funciones de dispersion

En la siguiente seccion se presentan varias implementaciones de tablas de dispersién.
Todas ellas seran independientes de la funcion de dispersidn elegida, que se convertira,
pues, en un parametro formal de la implementacién. Por ello, es necesario encapsular la
definicidon de las funciones de dispersién en un universo de caracterizacion.

a) Caracterizacion de las funciones f: C--2
En el universo de caracterizacion ELEM_DISP_CONV se define el género elem que
representa las claves tal como se ha requerido en la especificacién. Ademas, para poder
aplicarles una funcién de dispersion, estas claves se consideran como una tira de elementos
individuales de tipo item (que generalmente seran caracteres, como ya se ha dicho), y
presentan dos operaciones, una para averiguar el nimero de items de una clave y otra para
obtener el item i-ésimo. Por ultimo, es necesario definir también como parametros formales la
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cardinalidad b del dominio de los items y la funcion ¢ de conversion de un item a un natural
dentro del intervalo apropiado, que denotamos respectivamente por base y conv. El
universo resultante contiene, pues, los parametros formales necesarios para definir las
funciones de dispersion f.

universo ELEM_DISP_CONV caracteriza
usa ELEM_=, NAT, BOOL
tipo item
ops i_ésimo: elem nat — item
nitems: elem — nat
conv: item — nat
base: — nat
errores Vve elem; Vie nat: [NAT.ig(i, 0) v (i > nitems(v))] = i_ésimo(v, i)
ecns Vve item: (conv(v) > 0) A (conv(v) < base) = cierto
funiverso

Fig. 4.4: caracterizacién de las claves de las funciones de dispersion f.

A continuacion, se puede enriquecer este universo formando uno nuevo, FUNCIONES_F,
que afade la caracterizacion de las funciones f : C* — Z. El resultado aparecera en la
cabecera de todos aquellos universos parametrizados por la funcién de dispersion.

universo FUNCIONES_F caracteriza
usa ELEM_DISP_CONYV, NAT
opsf: elem — nat

funiverso

Fig. 4.5: enriquecimiento de ELEM_DISP_CONV anadiendo la funcion f.

Los diferentes métodos particulares se pueden definir dentro de universos de
implementacion convenientemente parametrizados por ELEM_DISP_CONV ; los algoritmos
resultantes son parametros reales potenciales en aquellos contextos donde se requiera una
funcién f (es decir, en universos parametrizados por FUNCIONES_F). Por ejemplo, en la fig.
4.6 se muestra el método de la suma ponderada aplicando la regla de Horner?®; se supone
que mult_desb(x, y, z) efectua la operacion x*y + z sin que se llegue a producir realmente
desbordamiento en ninguna operacion.

® Opcionalmente, y para reducir el nimero de universos de las bibliotecas de mddulos al minimo, se
podrian encapsular todos los métodos de dispersidn en un unico universo; la estructuracion aqui
presentada se adapta facilmente a este caso.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Tablas 187

universo SUMA_POND (ELEM_DISP_CONV) es®
usa NAT
funcion suma_pond (v es elem) devuelve nat es
var acum, i son nat fvar
acum :=0
para todo i desde nitems(v) bajando hasta 1 hacer
acum := mult_desb(acum, base, conv(i_ésimo(v, i)))

fpara todo
devuelve acum

funiverso

Fig. 4.6: implementacion del método de la suma ponderada.

b) Caracterizacién de las funciones g: Z—Z,
En el universo de caracterizacién FUNCIONES_G se definen el método de dispersion y el
valor r (v. fig. 4.7). A continuacion, se pueden implementar los diversos algoritmos de forma
similar a las funciones f, parametrizados tan solo por el valor r (natural caracterizado en
VAL_NAT); por ejemplo, en la fig. 4.8 se implementa el método del mdédulo.

universo FUNCIONES_G caracteriza
usa NAT, BOOL
opsr: — nat
g: nat — nat
ecns Vzenat: g(z) < r = cierto
funiverso

Fig. 4.7: caracterizacién de las claves de las funciones de dispersion g.

universo DIVISION (VAL_NAT) es
usa NAT
funcién division (z es nat) devuelve nat es
devuelve zmod val

funiverso

Fig. 4.8: implementacion del método de la division.

® En esta situacion no es util definir la especificacion inicial de la funcion, porque de hecho se estaria
dando su algoritmo, y por ello se implementa la funcion directamente. En todo caso, se podria
considerar la posibilidad de especificarla en otro marco semantico.
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c) Caracterizacion de las funciones h:C*—Z,
De manera similar, se define un universo de caracterizacién parametrizado tanto por el tipo de
las claves como por el valor r; este universo caracteriza todos los simbolos que el usuario de
una tabla de dispersién ha de determinar, y por ello es el universo que finalmente aparecera
en la cabecera de las diversas implementaciones de las tablas.

universo CLAVE_DISPERSION caracteriza
usa ELEM_=, VAL_NAT, NAT, BOOL
ops h: elem — nat
ecns Vve elem: h(v) < val = cierto
funiverso

Fig. 4.9: caracterizacion de las claves en el contexto de las funciones de dispersién h.

En este punto ya es posible definir funciones de dispersién. La primera opcion consiste en
componer dos funciones f y g, tal como se muestra en la fig. 4.10. Por ejemplo, en la fig.
4.11 se da la composicion de la suma ponderada y la division; las dos primeras instancias,
privadas, construyen las funciones f y g en el contexto requerido por el tipo de las claves, el
valor del médulo, etc. y, a continuacion, se efectua una tercera instancia que define la
funcién h simplemente como composicion de las anteriores, con un renombramiento final.

universo COMPOSICION_F_Y_G (FUNCIONES_F, FUNCIONES_G) es
funcion g_de_f (v es elem) devuelve nat es
devuelve g(f(v))

funiverso

Fig. 4.10: composicion de funciones de dispersion.

La segunda manera de definir funciones de dispersion consiste en trabajar directamente
sobre la clave sin pasos intermedios. Por ejemplo, en la fig. 4.12 se muestra la funcién que
alterna la suma ponderada y la division.

Cabe destacar que los universos resultantes de estos pasos deben crearse una Unica vez y
que, a partir de ese momento, el usuario los tendra disponibles en una biblioteca de
funciones de dispersion, y se limitara simplemente a efectuar las instancias adecuadas en
aquellos contextos que lo exijan (sin necesidad de conocer la estructuracién interna en
universos). Estas instancias son muy simples. Por ejemplo, supongamos que se quiere
implementar una tabla donde las claves son cadenas de letras mayusculas, los valores son
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enteros y la dimension de la tabla es 1017 y que, como funcion de dispersion, se componen
la suma ponderada y la division; el resultado podria ser la instancia:

instancia SUMA_POND_Y_DIV(ELEM_DISP_CONV, VAL_NAT) donde
elem es cadena, item es caracter
=es CADENA.=, nitems es CADENA.long, i_ésimo es CADENA.i_ésimo
conv es conv_mayusc, base es 26, val es 1017

donde conv_mayusc deberia estar implementada en la biblioteca de funciones de
conversion, y CADENA presenta las operaciones definidas en el apartado 1.5.1.

universo SUMA_POND_Y_DIV(E es ELEM_DISP_CONV, V1 es VAL_NAT) es
instancia privada SUMA_POND(F es ELEM_DISP_CONYV) donde
F.elem es E.elem, F.item es E.item
F.= es E.=, F.nitems es E.items, F.i_ésimo es G.i_ésimo
F.conv es E.conv, F.base es E.base
instancia privada DIVISION(V2 es VAL_NAT) donde V2.val es V1.val
instancia COMPOSICION_F_Y_G(F es FUNCIONES_F, G es FUNCIONES_G) donde
F.elem es E.elem, F.item es E.item
F.= es E.=, F.nitems es E.items, F.i_ésimo es G.i_ésimo
F.conv es E.conv, F.base es E.base, F.f es suma_pond
G.resVi.val, G.g es division

renombra f_de_g porsuma_pond_y_div

funiverso

Fig. 4.11: composicion de la suma ponderada y la division.

universo SUMA_POND_Y_DIV_SIMULT(ELEM_DISP_CONYV, VAL_NAT) es
usa NAT
funcién suma_pond_y_mod (v es elem) devuelve nat es
var acum, i son nat fvar
acum:=0
para todo i desde nitems(v) bajando hasta 1 hacer
acum := mult_desb(acum, base, conv(i_ésimo(y, i))) mod val
fpara todo
devuelve acum
funiverso

Fig. 4.12: aplicacion simultanea de la suma ponderada y la division.
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4.4 Organizaciones de las tablas de dispersion

Las tablas de dispersion pueden organizarse de varias maneras segun el modo en que se
gestionen las colisiones. Hay dos grandes familias de tablas dependiendo de si se
encadenan o no los sinénimos; ademas, existen diversas organizaciones que son
combinaciones de estas dos, de las que se presentara una. Algunos autores también
clasifican las tablas como abiertas o cerradas, segun exista una zona diferenciada para todas
o parte de las claves, o se almacenen en un unico vector directamente indexado por la
funcion de dispersion. A veces, los nombres que dan diversos autores pueden causar
confusion; por ejemplo, algunos textos denominan closed hashing a una organizacién que
otros llaman open addressing.

A lo largo de la seccion, definiremos las diferentes organizaciones como universos
parametrizados por los géneros de las claves y los valores, la igualdad de las claves, el valor
indefinido, la funcion de dispersion y el numero de valores de dispersion diferentes que hay.

4.4.1 Tablas encadenadas

En las tablas de dispersién encadenadas (ing., chaining) se forman estructuras lineales con
los sindnimos; estudiaremos dos esquemas:

- Tablas encadenadas indirectas: se encadenan los sindnimos de un mismo valor de
dispersion, y el primer elemento de la lista es accesible a partir de un vector indice.

- Tablas encadenadas directas: se guarda la primera clave de cada valor de dispersion,
con su valor asociado, en una zona diferenciada, y los respectivos sinébnimos se
encadenan en otra zona, y son accesibles a partir del que reside en la zona
diferenciada.

a) Tablas encadenadas indirectas

También conocidas con el nombre de tablas encadenadas abiertas (ing., separate chaining),
asocian la lista de los sindnimos de un valor de dispersion i a la posicion i de un vector indice.
En la fig. 4.13 se muestra el esquema de esta representacion. Queda claro que si la funcién
distribuye correctamente, las listas de sindbnimos seran de longitud similar, concretamente
[n/r], donde n es el nimero de elementos en la tabla. En consecuencia, tenemos que
€[Sn(k)] = (n+r)/2r 1y €S,(k)] =n/r1, de manera que las operaciones quedan ©(n /r). Si
aproximadamente hay tantos elementos como valores de dispersion, este cociente sera muy
pequefo (es decir, las listas de sindbnimos seran muy cortas) y las funciones del TAD se
podran considerar ©(1), dado que la insercién y la supresidén consisten simplemente en
buscar el elemento y modificar un par de encadenamientos.
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VieZ, .VieZp: h(kij) =i
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Fig. 4.13: organizacién de una tabla de dispersién encadenada indirecta.

En la fig. 4.14 se presenta una posible implementacion para el tipo tabla representando las
listas en memoria dinamica (otra alternativa seria guardar los elementos dentro de un Unico
vector compartido por todas las listas). Observemos que el invariante establece que los
elementos de la lista que cuelga de la posicidn i del vector indice son sinbnimos del valor de
dispersion i, usando la conocida funcién que devuelve la cadena que cuelga de un elemento
inicial (v. fig. 3.23); cualquier otra propiedad de la representacion se deduce de ésta. Los
universos de caracterizacion definen los parametros necesarios para aplicar las funciones de
dispersion tal como se ha explicado en la seccién anterior; notemos que, en particular, todos
los parametros que aparecian en la especificacion también estan en la implementacion,
aunque el encapsulamiento en universos de caracterizacidon haya cambiado. Tanto en esta
implementacién como en posteriores, no se incluye cédigo para controlar el buen
comportamiento de la funcién de dispersion, quedando como ejercicio para el lector.

Los algoritmos son claros: se accede por la funcion de dispersion al indice y se recorre la lista
de sinénimos; las inserciones se efectuan siempre por el inicio (es lo mas sencillo) y en las
supresiones es necesario controlar si el elemento borrado es el primero, para actualizar el
indice (una alternativa seria utilizar elementos fantasmas, pero a costa de aumentar
considerablemente el espacio empleado, siendo necesario un estudio cuidadoso sobre su
conveniencia). Se usa una funcién auxiliar, busca, que busca una clave en la tabla.
Podriamos considerar la posibilidad de ordenar los sinénimos por clave o de disponer de
listas autoorganizativas; estas dos variantes reducen el coste de algunas busquedas a costa
de las inserciones. Otra variante consiste en no buscar las claves cuando se insertan sino
afadirlas directamente al inicio de la lista, de manera que la consulta siempre encontrara
primero la ultima ocurrencia de la clave; obviamente, si las claves se redefinen con frecuencia
puede llegar a desaprovecharse mucha memoria.

Una alternativa a la implementacidn del tipo consiste en usar una instancia de alguna
implementacion de las listas escrita en algun universo ya existente. En la seccién 6.2.2 se
introduce una representacion del TAD de los grafos usando listas con punto de interés que
sigue esta estrategia, de manera que el lector puede comparar los resultados.
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universo TABLA_IND_PUNTEROS(CLAVE_DISPERSION, ELEM_ESP) es
implementa TABLA(ELEM_=, ELEM_ESP)

usa ENTERO, BOOL

renombra CLAVE_DISPERSION.elem por clave, CLAVE_DISPERSION.val por r
ELEM_ESP.elem por valor, ELEM_ESP.esp porindef

tipo tabla es vector[de 0 ar-1] de ~nodo ftipo

tipo privado nodo es
tupla
k es clave; v es valor; enc es *nodo
ftupla
ftipo
invariante (T es tabla): Vi: 0 <i<r-1:
NULOecadena(T[i]) A (Vp: pe cadena(T[i])-{NULO}: h(pr.k) =i)
funcién crea devuelve tabla es
var i es nat; t es tabla fvar
para todo idesde 0 hasta r-1 hacer t[i] := NULO fpara todo
devuelvet

funcidn asigna (t es tabla; k es clave; v es valor) devuelve tabla es
var i es nat; encontrado es booleano; ant, p son~nodo fvar
i :=h(k); <encontrado, ant, p> := buscal({[i], k)
si encontrado entonces pAv:=v  {cambiamos la informacion asociada}
si no {es necesario crear un nuevo nodo}
p := obtener_espacio
sip = NULO entonceserror  {no hay espacio}
sinopM=<k, v, t[ij]>; tfi]:=p {insercién por el inicio}
fsi
fsi
devuelvet

funcién borra (t es tabla; k es clave) devuelve tabla es
var i es nat; encontrado es booleano; ant, p son”nodo fvar
i := h(k); <encontrado, ant, p> := buscali[i], k)
si encontrado entonces {es necesario distinguir si es el primero o0 no}
si ant = NULO entonces {[i] := p~.enc si no ant*.enc := pA.enc fsi
liberar_espacio(p)
fsi
devuelvet

Fig. 4.14: implementacion de las tablas de dispersion encadenadas indirectas.
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funcion consulta (t es tabla; k es clave) devuelve valor es
var encontrado es booleano; res es valor; ant, p son ~nodo fvar
<encontrado, ant, p> := busca(t[h(k)], k)
si encontrado entonces res := pA.v si no res := indef fsi
devuelve res

{Funcién busca(q, k) — <encontrado, ant, p>: busca el elemento de clave k a
partir de g. Devuelve un booleano indicando el resultado de la busqueda vy, en
caso de éxito, un apuntador p a la posicion que ocupa y otro ant a su
predecesor, que valdra NULO si p es el primero
P = cierto
Q = encontrado = 3r: re cadena(q)-{NULO}: "k =k A
encontrado = prk=kA(p=gq=ant=NULO Ap#q=ant*.enc=p) }

funcioén privada busca (q es ~nodo; k es clave) ret <bool, ~nodo, *nodo> es
var encontrado es booleano; res es valor; ant, p es ~nodo fvar
ant := NULO; p := q; encontrado := falso
mientras (p # NULO) A mencontrado hacer
si prk = k entonces encontrado := cierto si no ant := p; p := pA.enc fsi
fmientras
devuelve <encontrado, ant, p>

funiverso

Fig. 4.14: implementacién de las tablas de dispersion encadenadas indirectas (cont.).

Por ultimo, es necesario destacar un problema que surge en todas las organizaciones de
dispersion: la progresiva degeneraciéon que sufren a medida que crece su tasa de
ocupacion. Para evitarla se puede incorporar a la representacion un contador de elementos
en la tabla, de forma que el célculo de la tasa de ocupacion sea inmediato; al insertar nuevos
elementos es necesario comprobar previamente que la tasa no sobrepase una cota maxima
determinada (valor que seria un parametro mas, tanto de la especificacion como de la
implementacion), en cuyo caso se da un error conocido con el nombre de desbordamiento
(ing., overflow; evidentmente, la especificacion de las tablas deberia modificarse para reflejar
este comportamiento). La soluciéon mas simple posible del desbordamiento (y también la mas
ineficiente) consiste en redimensionar la tabla, lo cual obliga a definir una nueva funcién de
dispersion y, a continuacion reinsertar todos los identificadores presentes en la tabla usando
esta nueva funcion. Alternativamente, hay métodos que aumentan selectivamente el tamafo
de la tabla, de manera que solo es necesario reinsertar un subconjunto de los elementos;
estas estrategias, denominadas incrementales, difieren en la frecuencia de aplicacion y en la
parte de la tabla tratada. Entre ellas destacan la dispersion extensible y la dispersion lineal;
ambos métodos son especialmente utiles para tablas implementadas en disco y no se
estudian aqui. En el apartado 4.4.6 se presentan unas formulas que determinan
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exactamente como afecta la tasa de ocupacion a la eficiencia de las operaciones.

b) Tablas encadenadas directas

También conocidas con el nombre de tablas con zona de excedentes (ing., hashing with
cellar), precisamente por la distincion de la tabla en dos zonas: la zona principal de r
posiciones, donde la posicidn i, 0 bien esta vacia, o bien contiene un par <k, v> que cumple
h(k) =i, y la zona de excedentes, que ocupa el resto de la tabla y guarda las claves sinénimas.
Cuando al insertar un par se produce una colision, el nuevo sinénimo se almacena en esta
zona; todos los sinénimos de un mismo valor estdan encadenados y el primer sinébnimo
residente en la zona de excedentes es accesible a partir del que reside en la zona principal.
Alternativamente, la zona de excedentes se puede implementar por punteros sin que el
esquema general varie sustancialmente. Las consideraciones sobre la longitud de las listas y
el coste de las operaciones son idénticas al caso de tablas encadenadas indirectas; sdlo es
necesario notar el ahorro de un acceso a causa de la inexistencia del vector indice, que
evidentmente no afecta al coste asintético de las operaciones’.

ZONA PRINCIPAL ZONA DE EXCEDENTES
0 r-1, max-1
Ko Koz Ko Po
Vo Vo2 Vopg

N ) I | B

VieZ, .VieZp 1 hikjq) =1

Fig. 4.15: organizacién de una tabla de dispersién encadenada directa.

En la fig. 4.16 se ofrece una implementacion del tipo; en la cabecera aparece un universo de
caracterizacion adicional, VAL_NAT, para determinar la dimension de la zona de excedentes
(diversos estudios empiricos apuntan a que esta zona ha de representar aproximadamente
el 14% de la tabla). Vuelve a haber una funcién auxiliar para buscar una clave. Observamos
que la codificacion de las funciones es un poco mas complicada que en el caso indirecto,
porque es necesario distinguir si una posicion esta libre o no y también el acceso a la zona
principal del acceso a la zona de excedentes. Para solucionar el primer punto, se establece
una convencion para saber si las posiciones de la zona principal estan o no vacias, y en caso
de que estén vacias, se marcan (es decir, se da un valor especial a algun campo; en la fig.
4.16, se asigna el valor -2 al campo de encadenamiento, y queda el -1 para el ultimo
elemento de cada lista). Las posiciones libres de la zona de excedentes se gestionan en
forma de pila.

” Pero que es importante al considerar la implementacion sobre ficheros; de hecho, las tablas con zona
de excedentes son Utiles sobre todo en memoria secundaria, donde en cada cubeta se colocan tantos
elementos como se puedan leer del / escribir al disco en una Unica operacion de entrada/salida.
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La supresion de los elementos residentes en la zona de excedentes requiere tan sélo
modificar encadenamientos e insertar la posicién liberada en la pila de sitios libres; ahora
bien, al borrar un elemento residente en la zona principal no se puede simplemente marcar
como libre la posicion correspondiente, porque el algoritmo de busqueda no encontraria los
hipotéticos sinénimos residentes en la zona de excedentes. Asi, se podria introducir otra
marca para distinguir las posiciones borradas, de manera que las posiciones marcadas como
borradas se interpreten como ocupadas al buscar y como libres al insertar una nueva clave. El
mantenimiento de posiciones borradas puede provocar que en la zona principal existan
demasiados "agujeros”, que la tabla degenere (es decir, que empeore el tiempo de acceso) y
que, eventualmente, se llene la zona de excedentes, quedando posiciones borradas en la
zona principal y provocando error en la siguiente colision. Una alternativa consiste en mover
un sinénimo de la zona de excedentes a la zona principal, lo que es costoso si el tamafo de
los elementos es grande o si los elementos de la tabla son apuntados por otras estructuras
de datos; en la fig. 4.16 se implementa esta ultima opcién y la primera queda como ejercicio.
Notemos que el invariante es ciertamente exhaustivo y comprueba los valores de los
encadenamientos, la ocupacion de las diferentes posiciones de la tabla y que todos
elementos que cuelgan de la misma cadena sean sindnimos del valor correspondiente de
dispersion; se usa la funcidn cadena de la fig. 3.20 aplicada sobre tablas.

universo TABLA_DIRECTA(CLAVE_DISPERSION, ELEM_ESP, VAL_NAT) es
implementa TABLA(ELEM_=, ELEM_ESP)
usa ENTERO, BOOL
renombra CLAVE_DISPERSION.elem por clave, CLAVE_DISPERSION.val por r
ELEM_ESP.elem por valor, ELEM_ESP.esp porindef
const max vale r+VAL_NAT.val
tipo tabla es tupla A es vector [de 0 améx-1] de
tupla k es clave; v es valor; enc es entero ftupla

sl es entero
ftupla
ftipo
invariante (T es tabla): (T.sl =-1) v (r < T.sl < max)
AVi:0<i< r-1: (T.Alil.enc = -1) v (T.A[i].enc = -2) v (r < T.A[i].enc < méx)
A Viir<i<max-1: (T.Afil.enc = -1) v (r < T.Afi].enc < max)
AVi:0<i< r-1 AT.Afil.enc #-2: {es decir, para toda posicién no vacia}
Vp: pe (cadena(T.A, i) - {-1}): h(TA[pl.k) =i A
Vi:0<j<r-1 Aj#iAA[jl.enc # -2: cadena(T.A, i) ncadena(T.A, j) ={-1} A
cadena(T.A, i) n cadena(T.A, T.sl) ={-1}
A (Ui 0<i< r-1 AT.A[il.enc # -2: cadena(T.A, T.Afi].enc) )
U cadena(T.A, T.sl) =[r, max-1] U {-1}

Fig. 4.16: implementacion de las tablas de dispersion encadenadas directas.
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funcion crea devuelve tabla es
varies nat; t es tabla fvar
{zona principal vacia}
para todo idesde 0 hasta r-1 hacert.A[i].enc := -2 fpara todo
{pila de sitios libres}
para todo i desde rhasta max-2 hacer t.A[i].enc := i+1 fpara todo
t.A[max-1l.enc :=-1; tsl:=r
devuelvet

funcidn asigna (t es tabla; k es clave; v es valor) devuelve tabla es
var ant, i, p son enteros; encontrado es booleano fvar
i :=h(k)
sit.Afil.enc = -2 entonces t.A[i] := <k, v, -1> {posicion libre en la zona principal}
si no {hay sinénimos}
<encontrado, ant, p> := buscal(t, k, i)
siencontrado entoncest.A[p].v:=v {cambio de la informacién asociada}
si no sit.sl =-1 entonces error {no hay espacio}
si no {se deposita en la zona de excedentes}
p :=t.sl; t.sl := t.A[t.sl].enc
t.A[p] := <k, v, t.Afi].enc>; t.A[i].enc :=p
fsi

fsi

fsi
devuelvet

funcidén borra (t es tabla; k es clave) devuelve tabla es
var ant, p, nuevo_sl son enteros; encontrado es booleano fvar
<encontrado, ant, p> := buscal(t, k, h(k))
si encontrado entonces
siant = -1 entonces {reside en la zona principal}
sit.A[p].enc = -1 entonces t.A[p].enc := -2 {no tiene sindbnimos}
si no {se mueve el primer sinénimo a la zona principal}
nuevo_sl := t.A[pl.enc; t.A[p] := t.A[t.A[p].enc]
t.A[nuevo_sl].enc := t.sl; t.sl := nuevo_sl
fsi
si no {reside en la zona de excedentes}
t.Alant].enc := t.A[p].enc; t.A[p].enc :=t.sl; t.sl ;== p
fsi
fsi
devuelvet

Fig. 4.16: implementacion de las tablas de dispersion encadenadas directas (cont.).
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funcidén consulta (t es tabla; k es clave) devuelve valor es
var encontrado es booleano; res es valor; ant, p son entero fvar
<encontrado, ant, p> := buscal(t, k, h(k))
si encontrado entonces res := t.A[p].v si no res := indef fsi
devuelve res

{Funcidn auxiliar buscalft, k, i): v. fig. 4.14}
funcién privada busca (t es tabla; k es clave; i es entero) dev <bool, entero, entero> es
var encontrado es booleano; ant es entero fvar

encontrado := falso

sit.Afi].enc # -2 entonces {si no, no hay claves con valor de dispersién i}

ant := -1
mientras (i #-1) A mencontrado hacer

sit.Afi].k = k entonces encontrado := cierto si no ant :=i; i := t.A[i].enc fsi
fmientras

fsi

devuelve <encontrado, ant, i>

funiverso

Fig. 4.16: implementacién de las tablas de dispersion encadenadas directas (cont.).

4.4.2 Tablas de direccionamiento abierto

En las tablas de direccionamiento abierto (ing., open addresing) se dispone de un vector con
tantas posiciones como valores de dispersion; dentro del vector, no existe una zona
diferenciada para las colisiones ni se encadenan los sinénimos, sino que para cada clave se
define una secuencia de posiciones que determina el lugar donde ira. Concretamente, al
insertar el par <k, v> en la tabla, tal que h(k) = py, Sse sigue una secuencia py, ..., p..1 asociada
ak hasta que:

- Se encuentra una posicién pg tal que su clave es k: se sustituye su informacién
asociada porv.

- Se encuentra una posicidon pg que esta libre: se coloca el par <k, v>. Sis #0, a la clave
se lallama invasora (ing., invader), por razones obvias.

- Se explora la secuencia sin encontrar ninguna posicién que cumpla alguna de las dos
condiciones anteriores: significa que la tabla estéa llena y no se puede insertar el par.

El esquema al borrar y consultar es parecido: se siguen las py, ..., pr.1 hasta que se encuentra
la clave buscada o una posicion libre. El punto clave de esta estrategia es que la secuencia
Pos ---» Pr-1 @S0ciada a una clave k es fija durante toda la existencia de la tabla de manera que,
cuando se afnade, se borra o se consulta una clave determinada siempre se examinan las
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mismas posiciones del vector en el mismo orden; idealmente, claves diferentes tendran
asociadas secuencias diferentes. Este proceso de generacién de valores se denomina
redispersién (ing., rehashing), la secuencia generada por una clave se denomina camino
(ing., path o probe sequence) de la clave, y cada acceso a la tabla mediante un valor del
camino se denomina ensayo (ing., probe). En otras palabras, el concepto de redispersion
consiste en considerar que, en vez de una unica funcién h de dispersién, disponemos de
una familia {h;} de funciones, denominadas funciones de redispersion (ing., rehashing
function), tales que, si la aplicacién de h;(k) no lleva al resultado esperado, se aplica h;,(k); en
este esquema, la funcién h de dispersion se define como h,.

Una vez mas es necesario estudiar cuidadosamente el problema de la supresién de
elementos. La situacion es parecida a la organizacidon encadenada directa: cuando una clave
k colisiona y se deposita finalmente en la posicion determinada por un valor h;(k) se debe a
que todas las posiciones determinadas por los valores h;(k), para todo i < j, estan ocupadas;
al suprimir una clave que ocupa la posicion hg(k), para algun s < j, no se puede simplemente
marcar como libre esta posicidn, porque una busqueda posterior de k dentro la tabla
siguiendo la estrategia antes expuesta fracasaria. En consecuencia, ademas de las
posiciones "ocupadas" o "libres", se distingue un tercer estado que identifica las posiciones
"borradas"”, las cuales se tratan como libres al buscar sitio para insertar un nuevo par y como
ocupadas al buscar una clave; al igual que en el esquema encadenado directo ya estudiado,
las posiciones borradas provocan la degeneracion de la tabla.

En la fig. 4.17 se muestra una implementacién de las tablas de direccionamiento abierto sin
determinar la familia de funciones de dispersion, que queda como parametro formal de la
implementacién sustituyendo a la tradicional funciéon de dispersion; los universos de
caracterizacion de los parametros formales aparecen en la fig. 4.18. En la definicion de los
valores se afade una constante como parametro formal, que permite implementar el
concepto de posicion borrada sin emplear ningin campo adicional (las posiciones libres
contendran el valor indefinido, que ya es un parametro formal). En caso de no poderse
identificar este nuevo valor especial, se podria identificar una clave especial y, si tampoco
fuera posible, seria imprescindible entonces un campo booleano en las posiciones del
vector que codificara el estado. Por lo que respecta al invariante, se usa una funcién auxiliar
predecesores que, para una clave k residente en la posicién p; de su camino, devuelve el
conjunto de posiciones {pg, ..., pPi.1}, las cuales, dada la estrategia de redispersion, no
pueden estar libres. Por ultimo, la funcién auxiliar busca da la posicion donde se encuentra
una clave determinada o, en caso de no encontrarse, la primera posicién libre o borrada
donde se insertaria, y da prioridad a las segundas para reaprovecharlas; el valor booleano
devuelto indica si la clave se ha encontrado o no. Como siempre, se podria incorporar un
contador para controlar el factor de ocupacién de la tabla, considerando que una posicion
borrada vale lo mismo que una posicién ocupada.
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universo TABLA_ABIERTA(CLAVE_REDISPERSION, ELEM_2_ESP_=)
implementa TABLA(ELEM_=, ELEM_ESP)
renombra
CLAVE_REDISPERSION.elem por clave, CLAVE_REDISPERSION.val por r
ELEM_2_ESP_=.elem por valor
ELEM_2_ESP_=.esp1 porindef, ELEM_2_ESP_=.esp2 por borrada
usa ENTERO, BOOL
tipo tabla es vector [de 0 ar-1] de tupla k es clave; v es valor ftupla ftipo
invariante (T es tabla):
Vi:0<i<r-1 ATI[i].v #indef A T[i].v# borrada:
Vj: je predecesores(T, T[i].k, 0): T[j].v # indef
donde se define predecesores: tabla clave nat — P (nat) como:
T[h(i, K)].k = k = predecesores(T, k, i) =
T[h(i, K)].k # k = predecesores(T, k, i) = {h(i, k)} U predecesores(T, k, i+1)

funcién crea devuelve tabla es
var i es nat; t es tabla fvar

para todo idesde 0 hasta r-1 hacer {[i].v := indef fpara todo
devuelvet

funcidn asigna (t es tabla; k es clave; v es valor) devuelve tabla es
var p es entero; encontrado es booleano fvar
<p, encontrado> := buscal(t, k)
siencontrado entonces t[p].v:=v {se cambia la informacion asociada}
si no {se inserta en la posicidon que le corresponde}
sip =-1 entonces error {no hay espacio} si not[p] := <k, v> fsi
fsi
devuelvet

funcién borra (t es tabla; k es clave) devuelve tabla es
var p es nat; encontrado es booleano fvar

<p, encontrado> := buscal(t, k)

siencontrado entonces t[p].v := borrada fsi
devuelvet

funcién consulta (t es tabla; k es clave) devuelve valor es
var encontrado es booleano; res es valor; p es nat fvar

<p, encontrado> := buscal(t, k)

si encontrado entonces res := t[p].v si no res := indef fsi
devuelve res

Fig. 4.17: implementacion de las tablas de dispersion abiertas.
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{Funcién auxiliar busca(t, k) — <j, encontrado>: busca la clave k dentro de t;sila
encuentra, devuelve cierto y la posicién que ocupa, si no, devuelve falso y la
posicién donde insertarla si es el caso (o -1, si no hay ninguna)

P = cierto
Q = encontrado =3i: 0<i <r-1: ({fil.k =k A t[i].v # indef A {[i].v # borrada)
A (encontrado = t[jJ.k = k)
A (mencontrado = (i[j].v = indef ¥ t[j].v = borrada) A
t[j].v = indef = (—~3s: se pos(T, k, j): T[s].v = borrada)
donde pos devuelve las posiciones del camino asociado a k entre T[h(0, k)] yj}

funcion privada busca (t es tabla; k es clave) devuelve <nat, bool> es
vari, p, j son enteros; encontrado, final son booleano fvar
i ;= 0; final ;= falso; j := -1; encontrado := falso
mientras (i<r) A —final hacer
p := h(i, k) {se aplica la funcién i-ésima de la familia de redispersién}
opcidén
caso t[p].v = indef hacer {la clave no esta}
final ;= cierto; sij=-1 entoncesj:=p fsi
caso t[p].v = borrada hacer i :=i+ 1; ] := p {sigue la busqueda}
en cualquier otro caso {la posicidn contiene una clave definida}
sit[p].k = k entonces encontrado := cierto; final := cierto sinoi:=i+ 1 fsi
fopcién
fmientras
devuelve <j, encontrado>

Fig. 4.17: implementacion de las tablas de dispersion abiertas (cont.).

universo ELEM_2_ESP_= caracteriza universo CLAVE_REDISPERSION caracteriza

usa BOOL usa ELEM, VAL_NAT, NAT, BOOL
tipo elem ops h: nat elem — nat {h(i, k) = h;(k)}
opsespi, esp2: — elem errores Vke elem; Vie nat: [i > val] = h(i, k)
_=,_#_:elemelem — bool ecns Vke elem; Vie nat: h(i, k) < val = cierto
funiverso funiverso

Fig. 4.18: caracterizacién de los parametros formales de las tablas de dispersion abiertas.

En la fig. 4.19 se presenta la evolucién de una tabla de direccionamiento abierto siguiendo la
estrategia de la fig. 4.17, suponiendo que las funciones de redispersion {h;} simplemente
toman el ultimo digito de la cadena y le suman i (jes un buen ejemplo de estrategia que
nunca debe emplearse!); la disposicién de los elementos dentro de la tabla depende de la
historia y de los algoritmos concretos de insercion y de supresién, de manera que podriamos
encontrar otros configuraciones igualmente vélidas al cambiar cualquiera de los dos factores.
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LIB |LIB | LB |LB [LIB i0 i1 LIB | LIB |LIB
Tabla inicial Insercién de i0 e i1
i0 i1 v0 LIB | LIB BOR | i1 v0 LIB | LIB
Insercioén de vO : colision Supresion de i0 : marcaje
BOR | i1 v0 i2 LIB io i1 v0 i2 LIB
Insercion de i2 : colision Insercién de jO : reaprovechamiento
j0 [BOR | vO i2 LIB jo ko vO i2 LIB
Supresién de i1: marcaje Insercién de kO : colision y reaprovechamiento

Fig. 4.19: evolucion de una tabla de direccionamiento abierto
(LIB: posicion libre; BOR: posicion borrada).

Una vez formulada la implementacion genérica de las tablas de dispersion de
direccionamiento abierto, es necesario estudiar los diferentes métodos de redispersion
existentes; todos ellos se definen a partir de una o dos funciones de redispersién primarias
que denotaremos por h y h'. Sea cual sea la familia de funciones de redispersion elegida,
hay tres propiedades que deberian cumplirse; la primera de ellas, sobre todo, es ineludible:

- Para una clave dada, su camino es siempre el mismo (las mismas posiciones en el
mismo orden).

- Para una clave dada, su camino pasa por todas las posiciones de la tabla.

- Para dos claves diferentes k y k', si bien es practicamente inevitable que a veces
compartan parte de sus caminos, es necesario evitar que estos caminos sean idénticos
a partir de un punto determinado.

Examinemos atentamente esta ultima propiedad. De entrada parece factible que se cumpla,
porque en una tabla de dimensién r hay r ! caminos diferentes de longitud r; ahora bien, la
mayoria de esquemas de redispersién que estudiamos a continuacién usan bastante menos
de r ! caminos y, por ello, presentan normalmente el fendmeno conocido como apifiamiento
(ing., clustering), que consiste en la formacion de largas cadenas de claves en la tabla
(denominadas cadenas de reubicacion) que la hacen degenerar rapidamente. Imaginemos el
caso extremo en que Vk,k'e K: hj(k) = hj(k) = h;,4(kK) = h,4(K), y sea una secuencia py, ..., ps
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de posiciones ocupadas por claves ki, ..., kg, tal que Vi: 2 <i <s:Jj: 1<j<i:h(k) =p;y
h(k{) = p1; en esta situacion, la insercion de una nueva clave k, tal que Ji: 1<i <s:h(k) =p;,
implica que la posicion destino de k es hg,(kq); es decir, la posicidn hg, (k) es el destino de
gran cantidad de claves, por lo que su posibilidad de ocupacién es muy grande; ademas, el
efecto es progresivo puesto que, cuando se ocupe, la primera posicidén hg, 1,4 (kq) libre
tendra todavia mas probabilidad de ocupacién que la que tenia hg,1(k4).

A continuacion, enumeramos los principales métodos de redispersion.

a) Redispersion uniforme
Método de interés principalmente tedrico, que asocia a cada clave un camino distinto, que es
una permutacion de los elementos de Z,; los r ! caminos posibles son equiprobables.
Evidentemente, es el mejor método posible; ahora bien, cémo implementarlo?

b) Redispersion aleatoria
De manera parecida, si disponemos de una funcién capaz de generar aleatoriamente una
secuencia de numeros a partir de una clave, tendremos una familia de funciones de
redispersion casi tan buena como la uniforme aunque, a diferencia del esquema anterior, una
misma posicion puede generarse mas de una vez en el camino de una clave.

De nuevo tenemos el problema de definir esta funcién aleatoria. Normalmente, hemos de
conformarnos con un generador de numeros pseudoaleatorio. Otra opcion consiste en
construir una funcién ad hoc que manipule con contundencia la clave; por ejemplo, en
[AHUS8S, pp.134-135] se muestra una simulacion de la redispersion aleatoria mediante una
manipulacion de la clave con sumas, desplazamientos y o-exclusivos.

c) Redispersion lineal
Es el método de redispersion mas intuitivo y facil de implementar, se caracteriza porque la
distancia entre h;(k) y h;,4(k) es constante para cualquier i.

hi(k) = (h(k) + ¢ . i) mod r

Si ¢ y r son primos entre si, se van ensayando sucesivamente todas las posiciones de la
tabla: h(k), h(k)+c mod r, h(k)+2c mod r, ..., y si hay alguna posicion vacia finalmente se
encuentra; por esto, normalmente se toma ¢ =1 (como en el ejemplo de la fig. 4.19).

Esta estrategia sencilla presenta, no obstante, el llamado apifiamiento primario: si hay dos
claves k y k' tales que h(k) = h(k'), entonces la secuencia de posiciones generadas es la
misma para k y para k'. Observamos que, cuanto mas largas son las cadenas, mas probable
es que crezcan; ademas, la fusion de cadenas agrava el problema porque las hace crecer de
golpe. El apifiamiento primario provoca una variancia alta del nimero esperado de ensayos al
acceder a la tabla.
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No obstante, la redispersion lineal presenta una propiedad interesante: la supresion no
obliga a degenerar la tabla, sino que se pueden mover elementos para llenar espacios
vacios. Concretamente, al borrar el elemento que ocupa la posicion p; dentro de una cadena
P1, .., Pn, i <N, se pueden mover los elementos k; que ocupan las posiciones p;,i<j<n,a
posiciones ps, s < j, siempre que se cumpla que s >t, siendo p;= h(k; ). Es decir, al borrar un
elemento se examina su cadena desde la posicién que ocupa hasta al final y se mueven
hacia adelante tantos elementos como sea posible; en concreto, un elemento se mueve
siempre que la posicién destino no sea anterior a su valor de dispersion (v. fig. 4.20). Esta
técnica no solo evita la degeneracion espacial de la tabla sino que acerca los elementos a su
valor de dispersién y, ademas, segun la distribucién de los elementos, puede partir las
cadenas en dos. Ahora bien, la conveniencia del movimiento de elementos ha de ser
estudiada cuidadosamente porque puede acarrear los problemes ya conocidos.

LIB |LIB | LIB |LIB |LIB i0 i1 LIB | LIB | LIB
Tabla inicial Insercion de i0 e i1

i0 i1 v0 LIB | LIB vO i1 LIB | LIB | LIB

Insercion de vO : colision Supresién de i0 : movimiento

v0 i1 i2 LIB | LIB v0 i1 i2 jo LIB
Insercién de i2 Insercién de jO : colision

v0 jo i2 LIB | LIB v0 jo i2 ko | LIB
Supresion de i1: movimiento Insercion de kO : colision

Fig. 4.20: id. fig. 4.19, pero con reubicacion de elementos en la supresion.

d) Redispersion doble
La familia de redispersion se define a partir de una segunda funcién primaria de dispersion.

hi(k) = (h(k) +i . h'(k)) mod r

Si se quiere explorar toda la tabla, es necesario que h'(k) produzca un valor entre 0 y r -1 que
sea primo con r (lo mas sencillo es elegir r primo, o bien r=28, y que h' sélo genere nimeros
impares). La ventaja respecto el método anterior es que, como h' depende de la clave, es
muy improbable que h y h' colisionen a la vez; ahora bien, si esto sucede, vuelve a formarse
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una cadena de reubicacién, aunque en este caso el apifiamiento no es tan grave como en el
caso lineal. Los resultados de este método se acercan a la redispersioén uniforme o aleatoria
de manera que, a efectos practicos, son indistinguibles.

Tradicionalmente, la forma concreta de h' depende de la eleccion de h; asi, por ejemplo, si
h(k) = k mod r, puede definirse h'(k) = 1+(k mod (r-2)); idealmente, r y r-2 deberian ser
primos (por ejemplo, 1021 y 1019). Otra posibilidad es tomar h' que no obligue a efectuar
nuevas divisiones, como h(k) =k modr y h'(k) = k / r (obligando que el resultado sea diferente
de cero). Es importante, eso si, que h y h' sean independientes entre si para que la
probabilidad de que h(k) = h(k") y ala vez h'(k) = h'(k") sea cuadratica respecto a r, no lineal.

Notemos que, a diferencia del método lineal, no se pueden mover elementos, porque al
borrarlos no se sabe trivialmente de qué cadenas forman parte.

e) Redispersiéon cuadratica
Es una variante del método lineal que usa el cuadrado del ensayo:

hi(k) = (h(k) +i2) mod r

Dado que la distancia entre dos valores consecutivos depende del numero de ensayos, una
colisién secundaria no implica la formacion de cadenas siempre que h(k) #h(k'); ahora bien, si
h(k) = h(k'), entonces las cadenas son idénticas.

La rapidez de calculo puede mejorarse transformando el producto en sumas con las
siguientes relaciones de recurrencia:

hiv1(K) = (hi(K) + dy) mod r, con ho(K) = 0
di+1 = di + 2, con do= 1

Tal como se ha definido, no se recorren todas las posiciones de la tabla; como maximo, si r es
primo, la secuencia h;(k) puede recorrer [r/2] posiciones diferentes (dado que el ensayo i
es igual al ensayo r-i, médulo r en ambos casos), por lo que la tabla puede tener sitios libres
y la técnica de reubicacion no los encuentre. En la préactica, este hecho no es demasiado
importante, porque si después de [r/2] ensayos no se encuentra ningun sitio libre significa
que la tabla esta casi llena y debe regenerarse, pero en todo caso se puede solucionar el
problema obligando a r, ademas de ser primo, a tomar la forma 4s + 3 y redefiniendo la
funcién como h;(k) = (h(k) + (-1)'i2) modr.

f) Otras
Siempre se pueden definir otras familias ad hoc, sobre todo aprovechando la forma concreta
que tiene la funcién de dispersion primaria. Por ejemplo, dada la funcién descrita en el
apartado 4.3.3, podemos definir una familia de redispersion tal que h;(k) se define como la
aplicacion de h sobre repr(k)+i, donde repr(k) es la representacién binaria de k (de manera
similar al tratamiento de claves largas); esta estrategia genera todas las posiciones de la tabla.
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4.4.3 Caracterizacion e implementacion de los métodos de redispersion

Como se hizo con las funciones, es necesario encapsular en universos los diferentes
métodos de redispersién que se han presentado. La caracterizacién de las funciones de
redispersion ya ha sido definida en el universo CLAVE_REDISPERSION ; el siguiente paso
consiste en caracterizar los métodos. Como ejemplos, estudiamos las familias lineal y doble.

El método lineal puede considerarse como un algoritmo parametrizado por una funcién de
dispersion, tal como esta definida en CLAVE_DISPERSION, mas la constante multiplicadora
(v. fig. 4.21). Para definir una familia de redispersion lineal basta con concretar la funcion
primaria de dispersion; en la fig. 4.22, tomamos la funcién definida en SUMA_POND_Y_DIV.

universo REDISPERSION_LINEAL(CLAVE_REDISPERSION_LINEAL) es
usa NAT
funcién redispersion_lineal (i es nat; v es elem) devuelve nat es
devuelve (h(v) + ct*i) mod val

funiverso

universo CLAVE_REDISPERSION_LINEAL caracteriza
usa CLAVE_DISPERSION, NAT, BOOL
ops ct: — nat
ecns (ct = 0) =falso

funiverso

Fig. 4.21: caracterizacién de la redispersion lineal.

universo REDISP_LINEAL_SUMA_POND_Y_DIV(E es ELEM_DISP_CONV;
V1, CT son VAL_NAT) es
instancia priv SUMA_POND_Y_DIV(F es ELEM_DISP_CONV; V2 es VAL_NAT) donde
F.elem es E.elem, F.item es E.item
F.= es E.=, F.nitems es E.items, F.i_ésimo es G.i_ésimo
F.conv es E.cony, F.base es E.base; V2.val es V1.val
instancia REDISPERSION_LINEAL(K es CLAVE_REDISPERSION_LINEAL) donde
K.elem es E.elem, K.item es E.item
K.= es E.=, K.nitems es E.items, K.i_ésimo es G.i_ésimo
K.conv es E.cony, K.base es E.base
K.val es V1.val, K.h es suma_pond, K.ct es CT.val
renombra redispersion_lineal por redisp_lin_suma_pond_y_div
funiverso

Fig. 4.22: una instancia de la redispersion lineal.
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Por lo que respecta al método doble, es necesario definir dos funciones de dispersion como
parametros formales (v. fig. 4.23). A continuacion, se puede instanciar el universo
parametrizado, por ejemplo con la funcion de suma ponderada y division, y separando el
moédulo de ambas funciones por dos (v. fig. 4.24).

universo REDISPERSION_DOBLE (CLAVE_REDISPERSION_DOBLE) es
usa NAT
funcion redispersién_doble (i es nat; v es elem) devuelve nat es
devuelve (h(v) + h2(v)*i) mod val

funiverso

universo CLAVE_REDISPERSION_DOBLE caracteriza
usa CLAVE_DISPERSION, NAT, BOOL
ops h2: elem — nat
ecns Vve elem: h2(v) < val = cierto

funiverso

Fig. 4.23: caracterizacion de la redispersion doble.

universo REDISP_DOBLE_SUMA_POND_Y_DIV(E es ELEM_DISP_CONYV;
V1, CT son VAL_NAT) es
instancia priv SUMA_POND_Y_DIV(F es ELEM_DISP_CONV; V2 es VAL_NAT) donde
F.elem es E.elem, F.item es E.item
F.= es E.=, F.nitems es E.items, F.i_ésimo es G.i_ésimo
F.conv es E.cony, F.base es E.base; V2.val es V1.val

renombra suma_pond por hprim

instancia priv SUMA_POND_Y_DIV(F es ELEM_DISP_CONYV, V2 es VAL_NAT) donde
F.elem es E.elem, F.item es E.item
F.= es E.=, F.nitems es E.items, F.i_ésimo es G.i_ésimo
F.conv es E.cony, F.base es E.base; V2.val es V1.val+2

renombra suma_pond por hsec

instancia REDISPERSION_DOBLE(K es CLAVE_REDISPERSION_DOBLE) donde
K.elem es E.elem, K.item es E.item
K.= esE.=, K.nitems es E.items, K.i_ésimo es E.i_ésimo
K.conv es E.cony, K.base es E.base
K.val es V1.val, K.h es hprim, K.h2 es hsec

renombra redispersion_doble por redisp_doble_suma_pond_y_div

funiverso

Fig. 4.24: una instancia de la redispersion doble.
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4.4.4 Variantes de las tablas de direccionamiento abierto

Hay algunas variantes de la estrategia de direccionamiento abierto implementada en la fig.
4.17, que permiten reducir el coste de las busquedas a costa de mover elementos al insertar.
Asi, estas variantes se pueden usar para satisfacer mejor los criterios de eficiencia de una
aplicacion dada, siempre que el coste de mover los elementos no sea elevado (es decir, que
su dimensioén no sea demasiado grande y que la modificacion de los posibles apuntadores a
los elementos que se mueven no sea prohibitiva dados los requerimientos de eficiencia del
problema). La implementacion de los algoritmos resultantes queda como ejercicio para el
lector; se puede consultar, por ejemplo, [TeA86, pp. 531-535].

a) Algoritmo de Brent
Estrategia util cuando el numero de consultas con éxito es significativamente méas grande
que el numero de inserciones, de manera que en estas ultimas se trabaja mas para favorecer
a las primeras; su comportamiento es comparativamente mejor, sobre todo a medida que la
tabla esta mas llena. El algoritmo de Brent ha sido tradicionalmente asociado a la estrategia de
redispersion doble, porque es cuando presenta los mejores resultados.

Su funcionamiento es el siguiente: si al insertar un nuevo par <k, v> se ha generado el
camino py, ..., Ps, definiendo el ensayo p; = (h(k) + i.h'(k)) mod r y tal que ps es la primera
posicion vacia de la secuencia, encontramos dos casos:

- Sis <1, se actua como siempre.

- Sino, sea k' la clave que reside en pg y sea ¢y = h'(k').

¢ Si la posicion (pg+co) mod r (que es la siguiente a pg en el camino asociado a k') esta
vacia, entonces se mueve k' a esta posicion (con su informacion asociada) y se
inserta el par <k, v> en py. Notemos que, después de la insercion, el algoritmo de
Brent determina z+1 ensayos para encontrar k', pero sélo un ensayo para encontrar
k, gracias al desalojo del invasor que residia en la posicion de dispersion, mientras
que sin usar el algoritmo el nimero de ensayos es z para encontrar k' y s+1 para
encontrar k, s > 2. Asi, pues, se gana como minimo un acceso con esta estrategia.

¢ Si la posicion (pg+Cg) mod r esta llena, se aplica recursivamente la misma estrategia,
considerando p4y como el nuevo pg, po como el nuevo p4, etc.

b) Dispersion ordenada
Si las claves de dispersion presentan una operacion de comparacion (que seria un parametro
formal mas del universo de implementacion), se pueden ordenar todos los elementos que
residen en una misma cadena de reubicacion de manera que las busquedas sin éxito acaben
antes. Igual que en el anterior método, esta variante se acostumbra a implementar con
redispersion doble. Concretamente, al insertar el par <k, v> tal que h(k) =i puede ocurrir que:

- la posicién i esté vacia: se almacena el par en ella;
- la posicidn i contenga el par <k, v'>: se sustituye v' por v;
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- si no, sea <k, v'> el par que reside en la posicion i. Si k' < k, se repite el proceso
examinando la siguiente posicion en el camino de k ; si k' > k, se guarda <k, v> enla
posicidn i y se repite el proceso sobre el par <k', v'> a partir del sucesor de i en el
camino de k'.

c) Método Robin Hood
Ideado por P. Celis, P.-A. Larso y J.I. Munro y publicado en Proceedings 26th Foundations
of Computer Science (1985), esta orientado a solucionar dos problemas que presentan los
métodos de direccionamiento abierto vistos hasta ahora: por un lado, todos ellos aseguran el
buen comportamiento esperado de las operaciones sobre tablas, pero no el de una
operacion individual; por el otro, pierden eficiencia cuando la tabla se llena. Una estrategia de
insercion que recuerda vagamente a la variante de Brent ofrece ventajas en estos aspectos.

Consideremos el siguiente algoritmo de insercion: supongamos que los j-1 primeros
ensayos de la insercién de una clave k no tienen éxito y que se consulta la posicion p
correspondiente al j-ésimo ensayo. Si esta posicion p esté vacia o contiene un par <k, v>, se
actua como siempre; si no, esta ocupada por un elemento k' que se deposito en la tabla en el
i-6simo ensayo, y en este caso se sigue la siguiente casuistica:

-Sii > j, entonces k es rechazada por p y se sigue con el j+1-ésimo ensayo.

- Sii<j, entonces k desplaza a k' de la posicidn p y es necesario insertar k' a partir del
i+1-ésimo ensayo.

- Sii=j, no importa.

La segunda de estas reglas da nombre al método, porque favorece la clave k més "pobre"
(es decir, que exige mas ensayos al buscarla) sobre la clave k' mas "rica". El resultado es que,
aunque el numero medio de ensayos necesario para encontrar los elementos en la tabla no
varia (al contrario que en el esquema de Brent), no hay claves extraordinariamente
favorecidas ni tampoco perjudicadas (en términos estadisticos, la variancia de la variable
correspondiente queda ©(1)), ni siquiera cuando la tabla se llena. Eso si, el método requiere
que se sepa el numero de ensayo de todo elemento de la tabla (ya sea con un campo
adicional, ya sea implicitamente dada la familia de redispersion).

4.4.5 Tablas coalescentes

Las tablas coalescentes (ing., coalesced hashing) son una organizacién intermedia entre las
encadenadas vy el direccionamiento abierto. Por un lado, se encadenan los sinébnimos v,
opcionalmente, los sitios libres; por el otro, todos los elementos ocupan la misma zona
dentro de un vector dimensionado de 0 a r- 1, y la supresion presenta los problemes tipicos
del direccionamiento abierto.
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En concreto, al insertar una clave k en la tabla se siguen los encadenamientos que salen de
la posicion h(k) hasta que se encuentra la clave (si ya existia), o bien se llega al final de la
cadena. En el primer caso se sustituye la informacion que habia por la nueva, mientras que
en el segundo se obtiene una posicion libre, se inserta el par <k, v> y se encadena esta
posicion con la ultima de la cadena. La estrategia de inserciones provoca que las cadenas
estén formadas por elementos con diferentes valores de dispersién; eso si, todos los
sinénimos de un mismo valor de dispersién forman parte de la misma cadena. Esta propiedad
no provoca ninguna situacion incorrecta, porque la longitud de las cadenas se mantiene
corta incluso cuando los algoritmos provocan fusiones de cadenas, y asegura buenos
resultados en las busquedas. De hecho, los algoritmos podrian modificarse para evitar las
fusiones y asi tener cadenas sin sinénimos de diferentes claves, pero el beneficio seria tan
escaso que no se justifica.

La organizacion coalescente presenta apifiamiento, porque todas las claves que tienen
como valor de dispersion cualquier posicion que forme parte de una cadena iran a parar a ella,
y las cadenas largas tienen mas probabilidad de crecer que las cortas.

Por lo que respecta a la supresién, se puede optar por marcar las posiciones borradas o por
reubicar los sinénimos. En el primer caso, conviene reciclar las posiciones borradas en la
insercién antes de ocupar nuevas posiciones libres. En la segunda opcion, si hay sinbnimos
de diversos valores de dispersion dentro de una misma cadena, puede que no baste mover
uno solo, porque este sindnimo puede dejar otro agujero dentro de la cadena que esconda
otras claves posteriores. En consecuencia, en el caso general es necesario efectuar varios
movimentos hasta dejar la cadena en buen estado. A veces, estos movimientos acaban
fraccionando la cadena original en dos o mas diferentes, y reducen el grado de apifiamiento
que presenta la tabla. Eso si, es necesario evitar mover una clave a una posicién de la cadena
anterior a su valor de dispersion.

Tal como se ha dicho, la gestion del espacio libre se puede hacer o no encadenada. En caso
de formar la tipica pila de sitios libres, es necesario encadenar doblemente los elementos,
porque en todo momento se ha de poder ocupar de manera rapida cualquier posicion libre.
En caso de gestionarse secuencialmente, se dispondra de un apuntador que inicialmente
valga, por ejemplo, r- 1 y que se actualize a medida que se inserten y borren elementos. Esta
estrategia, aunque pueda parecer mas ineficiente, no perjudica significativamente el tiempo
de las inserciones o las supresiones.

Destaquemos que este método presenta una variancia muy baja en las busquedas (v.

[GoB91, p.62]; en este texto, se presenta también una variante que implementa las ideas de
la dispersion coalescente usando una zona de excedentes para los sin6nimos).
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! !
LIB (LB | LIB | LB |LIB i0 i1 LIB | LIB | LIB
Tabla inicial Insercién de i0 e i1

[+ V1 [ 1 V1

i0 i1 | vo |LIB [LIB LIB i1 vO | LIB [LIB
Insercién de vO : colisién Supresioén de i0 : marcaje
[+ ¥ [+¥ 9 [ 1 ¥ [¥ 1

BOR | i1 v0 i2 LIB jo i1 | vO i2 LIB
Insercién de i2 : colision Insercién de jO : reaprovechamiento
[ T ¢+ (¥ 1 [t v 1 [}

j0 [BOR | vO i2 | LIB jo kO vO i2 LIB
Supresion de i1: marcaje Insercion de kO : colision y reaprovechamiento

Fig. 4.25: idem fig. 4.19 en una tabla coalescente con marcaje en la supresion.

4.4.6 Evaluacion de las diferentes organizaciones

En la fig. 4.26 se presentan las férmulas que permiten comparar las diferentes estrategias
comentadas. En concreto, se estudian las esperanzas de las magnitudes S, (k) y U,(k), que a
veces pueden variar si la tabla esta (casi) llena. Podriamos haber considerado otros tipo de
medida, por ejemplo, incorporar el seguimiento de encadenamientos al estudio, o bien las
comparaciones entre apuntadores. Sea como sea, las variaciones respecto a los resultados
que se ofrecen serian muy pequenfias y, de todas maneras, el comportamiento general de los
métodos queda bien reflejado. Por motivos de espacio, no se incluye la deduccidon de las
férmulas, pero hay varios libros y articulos que si las presentan, entre los que destacan
[Knu73] y [GoB91].

Los resultados obtenidos dependen de la tasa de ocupacion de la tabla, ¢, denominada
factor de carga (ing., load factor), definido como el cociente n/r, siendo n el nimero de
elementos en la tabla mas las posiciones marcadas como borradas (si la estrategia tiene), y
Zr el codominio de la funcién de dispersiéon. Cuanto mas grande es o, peor se comporta la
tabla, y la mayoria de las organizaciones presentan un punto a partir del cual la degeneracién
es demasiado acusada para que la tabla valga la pena.
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Dispersion encadenada indirecta:
e[Sh(k)] = a/2
E[Un(K)] = o

Dispersion encadenada con zona de excedentes:
e[Sh(k)] = a/2
guUK)]=a + e«

Redispersion uniforme:
€[S (K)] = -aIn(1-a); . = 1.0 = €[S, (K)] =Inr+y-1+0(1) (y=0.577...)
gUK]=(1-a)1; aa=1.0 = gU,K)]=r

Redispersion aleatoria:
€[Sn(K)] = -a1In(1-)+O((r-n)1); o = 1.0 = €[S,(K)] = Inr+7v + O(1/r)
U K)] = (1-0)1; a = 1.0 = g[UL(K)] =r

Redispersion lineal:
€[S, (k)] = 0.5(1+(1-a)); a = 1.0 = €[S,(k)] = (nr/8)1/ 2
€U (K)] = 0.5(1+(1-a)2); oo = 1.0 = g[U(K)] = r

Redispersion doble:
€[Sy(K)] = -a-1In(1-0)+O(1); oc = 1.0 = €[Sp(K)] = Inr+ vy + O(1)
gU (K] = (1-a)1+o(1); a = 1.0 = gU,(K)] = r

Redispersion cuadratica:
€[S K)]=1- In(1-a)- /2
UK = (1-0)1 - In(1-)- o; ¢ = 1.0 = g[U(K)] = r

Algoritmo de Brent:
€Sy(K)] =1+ a2+ a3/3 + 415 - a5/18 + ...; ¢ = 1.0 = €[S, (k)] = 2.49
UL K)] = (1-0)1; a = 1.0 = g[U,(K)] =T

Dispersién ordenada:
€[Sy(K)] = -a-1In(1-ax)+0(1); o = 1.0 = €[S,(K)] = Inr+ v + O(1)
U (K)] = -a1In(1-a); o = 1.0 = €U, (K)] = In(r+1) + v + O(1/(r+1))

Variante Robin Hood:
€[Sn(K)]=0(1); o = 1.0 = €[S, (k)] < 2.57 (usando busquedas no tradicionales)
€[U,,(k)] = desconocido (pero < log r); o = 1.0 = €[U,(k)] = log r (idem)

Dispersion coalescente:
€[Sh(k)] =1+ (e2a-1-2a)/4 + O(1/r)
eUnK)] =1+ (e2a-1-2a)/8c + a/4

Fig. 4.26: formulas de los diversos métodos de dispersion.
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Se ha supuesto que las funciones de dispersién distribuyen uniformemente el dominio de
las claves en el intervalo Z,; ahora bien, es necesario sefialar que todas las organizaciones
pueden comportarse tan mal como se pueda temer, para un subconjunto de claves
determinado que provoque un mal funcionamiento de la funcién de dispersion.

4.4.7 Eleccidén de una organizacion de dispersion

Una vez conocidas las caracteristicas de las diferentes organizaciones de tablas de
dispersion, es logico preguntarse cuales son los criterios que conducen a la eleccién de una
u otra en un contexto determinado. Destacan los siguientes puntos:

- Tiempo. A la vista de las férmulas de la fig. 4.26 estéa claro que, a igual factor de carga,
las estrategias encadenadas dan mejores resultados que las otras. Ahora bien, en
algun momento puede merecer la pena incrementar la dimension de una tabla no
encadenada para disminuir este factor y, consecuentemente, el tiempo de acceso. Eso
si, en cualquier caso el coste asintético sera siempre ©(1) para factores de carga
razonables, suponiendo que la funcion de dispersion distribuya las claves de manera
uniforme.

Espacio. Si se desconoce el nimero esperado de elementos, es recomendable usar la
estrategia encadenada indirecta implementada con punteros, donde sélo se
desaprovecha a priori el espacio del indice y, posteriormente, los encadenamientos;
ademas, las estrategias encadenadas soportan factores de carga superiores al 100%
sin que la eficiencia temporal se resienta®. Ahora bien, si se conoce con cierta exactitud
el numero de elementos esperado en la tabla, es necesario recordar que las estrategias
de direccionamiento abierto no precisan encadenamientos; eso si, siempre se debera
dimensionarlas en exceso para evitar las casi-asintotas existentes a partir de factores de
carga del orden del 60%.

Frecuencia de las supresiones. Si hay muchas supresiones la politica encadenada
indirecta generalmente es mejor, dado que cualquier otra exige, o bien movimiento de
elementos, o bien marcaje de posiciones. Si los movimentos son desdefiables (si no
hay apuntadores externos a la estructura y los elementos no son de un tamafo
demasiado grande), o bien si las supresiones son escasas o inexistentes, este factor
no influye en la eleccién del tipo de tabla.

A la vista de los resultados, parece claro que la mayoria de las veces podemos decantarnos
por la estrategia indirecta, que es rapida, soporta perfectamente las supresiones, no exige
un conocimiento exacto del nimero de elementos y soporta desviaciones en la prevision de

® Si el desconocimiento es total, puede ser desaconsejable el uso de dispersion, pues esta técnica
exige conjeturar el valor de r, y una mala eleccion lleva a desperdiciar mucho espacio en caso de
sobredimensionar vectores, o bien a regenerar la tabla en caso de llegar a un factor de carga
prohibitivo. En la seccidn 5.6 se muestra una alternativa a la dispersion, los arboles de busqueda, que
se adaptan mejor a esta situacion, sacrificando algo de eficiencia temporal.
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ocupacién; ademas, su programacion es trivial. Sélo queda por decidir si las listas se
implementan en memoria dinamica o, por el contrario, en un unico vector. Ahora bien, bajo
ciertos requerimientos pueden ser mas indicadas otras estrategias; veamos un ejemplo.

Se quiere implementar los conjuntos de naturales con operaciones de conjunto vacio, anadir
un elemento y pertenencia, y con la propiedad de que, a la larga, se espera que vayan a
almacenarse n naturales en el conjunto; este tipo de conjuntos puede emplearse para
registrar los elementos a los que se ha aplicado un tratamiento determinado. Dado que no
hay operacién de supresién, no se descarta inicialmente ningin método. Por otro lado,
como el tamafo de los elementos es muy pequefo y el numero que habra es conocido, la
estrategia de direccionamiento abierto puede ser la indicada, puesto que evita el espacio
requerido por los encadenamientos. Ahora bien, seria incorrecto dimensionar la tabla de n
posiciones porque, al llenarse, el tiempo de acceso a los conjuntos seria muy grande.
Consultando las férmulas, vemos que un factor de carga del 60% da resultados razonables
siempre que la funcion de dispersion distribuya bien.

Para confirmar que la eleccién es adecuada, es necesario comparar la sobredimensién de la
tabla con el ahorro respecto a las otras estrategias. Supongamos que un encadenamiento
ocupa el mismo espacio z que un natural; en este caso, las diferentes estrategias necesitan
el siguiente espacio:

- Direccionamiento abierto: la tabla tiene (100/60)n posiciones y cada posicién ocupa z

- Coalescente: la tabla tiene, como minimo, n posiciones y cada posicion ocupa 2z
(natural + encadenamiento).

- Encadenado indirecto: el vector indice ocupa del orden de n posiciones de espacio z
cada una de ellas, y cada uno de los n elementos del conjunto ocupara 2z.

- Encadenado directo: el vector ocupa del orden de (100/86)n posiciones y cada
posicion ocupa 2z.

Comparando estas magnitudes puede confirmarse que el direccionamiento abierto presenta
mejores resultados; incluso se podria aumentar la dimensién del vector hasta 2n para
asegurar un buen comportamiento si la funciéon no distribuye del todo bien. Si el contexto de
uso de la tabla lo exige, se puede optar por una de las variantes presentadas en el apartado
4.4.4; no hay ningun problema en mover elementos, dado que son pequenos y no hay
apuntadores externos hacia la tabla.
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4.5 Tablas recorribles

Frecuentemente, es necesario que los elementos de una tabla no sélo sean accesibles
individualmente, sino también que se puedan obtener todos ellos, ya sea ordenadamente o
no. Con este objetivo, definimos un nuevo tipo abstracto de datos, las tablas recorribles, que
puede considerarse como un hibrido entre una tabla y una secuencia. Para llevar la discusion
a conceptos ya conocidos, y aunque hay otras opciones igualmente posibles, la estrategia
que adoptaremos sera anadir las operaciones de las listas con punto de interés sobre el TAD
de las tablas.

Para empezar, es necesario decidir cual es el modelo del TAD. Una manera sencilla de
describir las operaciones consiste en tomar como modelo los pares de secuencias de pares
de clave y valor, (K xV )*x (K x V )*, con el significado habitual de las listas con punto de
interés tales que no hay ninguna clave que aparezca repetida considerando los pares de
ambas secuencias; también se puede tomar el modelo de los pares de funciones de claves a
valores, (f: K— V )x(g: K— V), tales que dom(f ) »n dom(g) = &, e interpretar entonces que
f representa los pares a la izquierda del punto de interés y g los pares de la derecha. Si se
quiere que el recorrido sea ordenado, es necesario requerir que haya una operacion de
comparacion de claves, que denotaremos por <, en K. En el primer modelo exigiremos que
los elementos de las secuencias estén ordenados segun <, mientras que en el segundo la
ordenacién conducird a que el maximo del dominio de la primera funcién sea menor que el
minimo del dominio de la segunda funcidn. Sea cual sea el modelo elegido, se definen las
operaciones crea, asigna, borra y consulta propias de las tablas y las operaciones principio,
actual, avanza y final?, propias de las listas con punto de interés. La signatura en el caso
ordenado se presenta en la fig. 4.27, izquierda, sin detallar su comportamiento exacto, pues
hay diversas decisiones que dependen bastante del contexto de uso (por ejemplo, qué
sucede si se inserta un elemento a la izquierda del punto de interés durante un recorrido); las
claves se definen en el universo ELEM_<_= de la fig. 4.28 y los valores en ELEM_ESP.

En la fig. 4.27, derecha, se muestra también una signatura para los conjuntos recorribles
considerando que la clave es el elemento entero. Notemos que la signatura es muy parecida
a la de las listas con punto de interés; de hecho, el conjunto recorrible se puede considerar
como una lista con punto de interés sin repeticiones, borrando los elementos mediante su
clave en vez de suprimir el elemento actual, y con operacion de pertenencia.

Por lo que respecta a la implementacién, estudiamos por separado el caso ordenado y el
caso no ordenado para tablas, siendo similar el caso de los conjuntos.
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universo TABLA_ORDENADA_RECORRIBLE (ELEM_<_=, ELEM_ESP) es

usa BOOL
renombra ELEM_<_=.elem por clave, ELEM_ESP.elem por valor
instancia PAR(A, B son ELEM) donde A.elem es clave, B.elem es valor

renombra par por elem_tabla universo CJT_RECORRIBLE (ELEM_=) es
tipo tabla usa BOOL
ops crea: — tabla tipo cjt
asigna: tabla clave valor — tabla ops crea: — cjt
borra: tabla clave — tabla afade, borra: cjt elem — cjt
consulta: tabla clave — valor esta?: cjt elem — bool
principio, avanza: tabla — tabla principio, avanza: cjt — cjt
actual: tabla — elem_tabla actual: cjt » elem
final?: tabla — bool final?: cjt — bool
funiverso funiverso

Fig. 4.27: signatura de las tablas ordenadas (izq.) y de los conjuntos recorribles (der.).

universo ELEM_<_= caracteriza
usa BOOL
tipo elem
ops
=, _# ,_<_:elemelem — bool
ecns ... las habituales
funiverso

Fig. 4.28: universo de caracterizacion de los elementos de las tablas ordenadas recorribles.

a) Recorridos desordenados

Entendemos por recorrido desordenado aquel que no requiere ningun orden de visita de
los elementos. La estrategia mas sencilla consiste en no modificar la representacion mas que
por el afnadido del apuntador al elemento actual dentro del recorrido, de manera que el
recorrido sea simplemente un examen secuencial de la tabla y quede de orden O(t+n),
siendo t la dimension del vector que aparece en la tabla (que vale r en todos los casos
excepto en la dispersion encadenada directa); el factor n es necesario para cubrir el caso
indirecto, donde el ndmero de elementos puede ser superior a t. En esta opcion, no
obstante, las inserciones y/o supresiones incontroladas pueden provocar que un recorrido
no examine todos los elementos de la tabla. Ahora bien, la mayoria de las veces que se usan
las operaciones de recorrido no se alternan con las actualizaciones y, por ello, este problema
raramente es relevante.
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Esta implementacion, pese a ser conceptualmente muy simple, no se corresponde con la
especificacion de una estructura con punto de interés. De hecho, el concepto de recorrido
desordenado no se puede especificar con semantica inicial; siempre es necesario identificar
algun criterio de recorrido de los elementos para evitar la aparicion de inconsistencias en el
modelo. Una implementacion que si cumple la especificacion consiste en encadenar los
elementos tal como es habitual en las estructuras con punto de interés. Con esta estrategia,
la insercion queda ©(1) mientras que en la supresion existen dos posibilidades: encadenar
los elementos en los dos sentidos, de manera que la operacién queda constante, o bien
dejar encadenamientos simples, y en este caso la operacion queda de orden lineal porque,
si bien el elemento a borrar puede localizarse por dispersion, su predecesor en la lista no.

b)Recorridos ordenados
Es evidente que, para que el recorrido no sea excesivamente lento, es necesario que los
elementos de la tabla estén ordenados segun su clave. Existen dos opciones:

- Se puede tener la tabla desordenada mientras se insertan y se borran elementos y
ordenarla justo antes de comenzar el recorrido. La ventaja de este esquema es que las
operaciones propias de las tablas quedan ©(1), aplicando dispersién pura, y también
quedan eficientes el resto de operaciones excepto principio, que ha de ordenar los
elementos de la tabla (con un buen algoritmo de ordenacién, quedaria ©(nlogn),
siendo n el numero de elementos de la estructura; evidentemente, el algoritmo ha de
evitar movimientos de elementos para no destruir la estructura de dispersion).

- Como alternativa, se pueden mantener los elementos de la tabla siempre ordenados;
esto implica que, para cada insercion, es necesario buscar secuencialmente la posicion
donde ha de ir el elemento y que resultara un orden lineal, pero las operaciones de
recorrido quedaran constantes. Por lo que respecta a la supresion, queda igual que en
el caso desordenado.

La eleccion de una alternativa concreta depende de la relacién esperada entre altas, bajas y
recorridos ordenados de la tabla. En ambos casos, sin embargo, la busqueda de un
elemento dada su clave es inmediata por dispersion.

Un modelo igualmente valido de las tablas recorribles consiste en sustituir las operaciones de
punto de interés por una unica operacion que devuelva directamente la lista de pares
clave-valor (ordenada o no). Evidentemente esta opcidn necesita un espacio adicional para la
lista que no es necesario en el modelo anterior; ademads, la lista es una estructura
diferenciada que se ha de construir a partir de la tabla y ello requiere un tiempo que no era
necesario antes. No obstante, en algunas circunstancias puede ser una alternativa adecuada
y, por ello, en la fig. 4.29 se introduce la signatura correspondiente a las tablas recorribles
ordenadas. Notemos las instancias de los universos de los pares y las listas (publicas, porque
los usuarios del tipo puedan servirse de éllas).

La discusion se puede adaptar al TAD de los conjuntos de manera obvia.
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universo TABLA_ORDENADA (ELEM_<_=, ELEM_ESP) es
renombra ELEM_<_=.elem por clave, ELEM_ESP.elem por valor
instancia PAR(A, B son ELEM) donde A.elem es clave, B.elem es valor
renombra par por elem_tabla, _.c1 por _.clave, _.c2 por _.valor
instancia LISTA(C es ELEM) donde C.elem es elem_tabla
renombra lista por lista_elem_tabla

tipo tabla
ops crea: — tabla
asigna: tabla clave valor — tabla
borra: tabla clave — tabla
consulta: tabla clave — valor
todos_ordenados: tabla — lista_elem_tabla
funiverso

Fig. 4.29: signatura del TAD de las tablas ordenadas recorribles que devuelve una lista.

Ejercicios

4.1 Modificar el modelo y la especificacion de las tablas para el caso en que no haya
elemento indefinido en el conjunto de valores asociados a las claves.

4.2 Implementar las tablas con todas las variantes de listas que aparecen en la seccién 4.2.

4.3 Sean las funciones de dispersion h(k) =k mod 512 y h'(k) = k mod 557 aplicadas sobre
claves naturales. Enumerar las ventajas y desventajas que presentan.

4.4 Programar en C, al maximo detalle y con la mayor eficiencia posible, las funciones de
dispersién presentadas en la seccién 4.3, suponiendo una tabla de dimensién de
aproximadamente 5.000 elementos (determinar con exactitud la que sea apropiada en cada
caso) y siendo las claves cadenas de caracteres compuestas solo de letras mayusculas y
minusculas (distinguibles entre ellas).

4.5 a) Se quiere organizar una tabla de dispersién de siete posiciones con estrategia de
direccionamiento abierto y redispersion lineal. Sea la funciéon h de dispersion que da los
siguientes valores para las siguientes claves: h(sonia) = 3, h(gemma) = 5, h(paula) = 2,
h(anna) = 3, h(ruth) = 3, h(cris) = 2.

i) Insertar todas estas claves en el siguiente orden: paula, anna, cris, ruth, sonia, gemma.
Mostrar claramente como va evolucionando la tabla y indicar las colisiones que se
producen. A continuacién, mostrar el camino generado para buscar la clave ruth.

ii) Repetir el proceso cuando el orden de insercién sea: sonia, anna, ruth, gemma, paula,
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cris. Comprobar que las claves ocupan, en general, posiciones diferentes a las de antes
dentro de la tabla. A continuacion, mostrar el camino generado para buscar la clave ruth.
iii) ¢ En cual de las dos configuraciones obtenidas hay menos comparaciones entre claves
en el caso peor de busqueda de un elemento en la tabla?
iv) ¢Hay algun orden de insercion que distribuya mejor las claves segun el criterio del
apartado anterior? Y peor? ;Por qué?

b) Repetir el apartado a) con una tabla de dispersion de siete posiciones con estrategia
coalescente, suponiendo que los sitios libres se obtienen comenzando a buscarlos desde la
ultima posicién de la tabla en direccién a la primera.

4.6 Queremos almacenar en una tabla de dispersion 10.000 elementos de X bits de tamafio
y tales que no existe ningun valor especial. Suponiendo una funcién de dispersion que
distribuya los elementos de manera uniforme, y sabiendo que un booleano ocupa un bit y un
entero o puntero 32 bits, determinar el espacio (en bits y en funcion de X) que ocuparia cada
una de las representaciones habituales de dispersion, si se queremos que el nimero
esperado de comparaciones entre claves en una busqueda con éxito sea como mucho de
2.5.

4.7 Implementar la estrategia de direccionamiento abierto con redispersion lineal y con
movimiento de elementos en la supresion.

4.8 En el afio 1974, O. Amble y D.E. Knuth propusieron en el articulo "Ordered Hash
Tables", publicado en The Computer Journal, 17, un método de dispersion similar a la
estrategia de direccionamiento abierto con redispersion lineal, con la particularidad de que
los elementos se podrian obtener ordenados sin necesidad de encadenar los elementos o
reorganizar la tabla. La unica (y muy restrictiva) condicién era que la funcion de dispersion
fuera monoténica, de manera que la gestion lineal de los sinénimos garantizara que los
elementos quedaban realmente ordenados dentro del vector.

a) Pensar alguna situacidon donde sea posible definir una funcion de dispersion monotdnica
y definirla. (D. Gries muestra un ejemplo en Communicationes ACM, 30(4), 1987.)

b) Implementar la estrategia.
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Capitulo 5 Arboles

Los arboles (ing., tree) son estructuras que organizan sus elementos, denominados nodos,
formando jerarquias. Su definicion inductiva es:

- Un Unico nodo es un arbol; a este nodo se le llama raiz del arbol.

- Dados n arboles aq, ..., a,, se puede construir uno nuevo como resultado de enraizar
un nuevo nodo con los n arboles a,. Generalmente, el orden de los g; es significante y
asi lo consideramos en el resto del capitulo; algunos autores lo subrayan llamandolos
arboles ordenados (ing., ordered trees). Los arboles a, pasan a ser subarboles del
nuevo arbol y el nuevo nodo se convierte en raiz del nuevo arbol.

La representacion grafica de los arboles refleja claramente la jerarquia resultante de su
definicion.

Fig. 5.1: n arboles (a la izquierda) y su enraizamiento formando uno nuevo (a la derecha).

El concepto matematico de arbol data de mediados del siglo XIX y su uso en el mundo de la
programacion es habitual. Ya ha sido introducido en la seccién 1.2 como una representacion
intuitiva de la idea de término; en general, los arboles permiten almacenar cémodamente
cualquier tipo de expresidon dado que la parentizacion, la asociatividad y la prioridad de los
operadores quedan implicitos y su evaluacion es la simple aplicacion de una estrategia de
recorrido. Suelen utilizarse para representar jerarquias de todo tipo: taxonomias, relaciones
entre moddulos, etc. Igualmente es destacable su contribuciéon a diversos campos de la
informatica: arboles de decision en inteligencia artificial, representacion de gramaticas y
programas en el ambito de la compilaciéon, ayuda en técnicas de programacién
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(transformacion de programas recursivos en iterativos, etc.), indices en ficheros de acceso
por clave, bases de datos jerarquicas, etc.

5.1 Modelo y especificacion

En esta seccidn introducimos el modelo formal asociado a un arbol, que emplearemos para
formular diversas definiciones utiles, y también su especificacion ecuacional. Hablando con
propiedad, hay varios modelos de arboles que surgen a partir de todas las combinaciones
posibles de las caracteristicas siguientes:

- El proceso de enraizar puede involucrar un numero indeterminado de subarboles o
bien un nimero fijo n. En el primer caso hablamos de arboles generales (ing., general
tree) y en el segundo caso de arboles n-arios (ing., n-ary tree)'; en estos ultimos
destaca el caso de n = 2, los denominados arboles binarios (ing., binary tree), sobre el
cual nos centraremos a lo largo del texto dada su importancia, siendo inmediata la
extension a cualquier otro n. En los arboles n-arios se definira el concepto de arbol
vacio que ampliara el conjunto de valores del tipo.

Los nodos del arbol pueden contener informacién o no; el primer caso es el habitual y
responde al uso de arbol como almacén de informacion, pero también se puede dar la
situacién en que sdlo interese reflejar la jerarquia, sin necesidad de guardar ningun
dato adicional. En el resto del capitulo nos centraremos en el primer tipo de arbol,
porque generaliza el segundo. La informacién en los nodos se denominara etiqueta
(ing., label) y los arboles con informacidn arboles etiquetados (ing., labelled tree).

La signatura definida en los arboles puede ser muy variada. Destacamos dos familias:
en la primera se utilizan arboles enteros tal como se ha explicado en la introduccion,
con operaciones de enraizar diversos arboles, obtener un subarbol y, si el arbol es
etiquetado, obtener la etiqueta de la raiz; la segunda familia define un nodo de
referencia para las actualizaciones y consultas, que puede cambiarse con otras
operaciones. Llamaremos al segundo tipo arboles con punto de interés, por su
similitud respecto a las listas de las mismas caracteristicas.

5.1.1 Modelo de arbol general

Un arbol general se caracteriza por su forma, que determina una relacion jerarquica, y por el
valor de la etiqueta asociada a cada uno de los nodos del arbol. La forma del arbol se puede
describir como un conjunto de cadenas de los naturales sin el cero, P(No*), de manera que
cada cadena del conjunto identifica un nodo del arbol segun una numeracion consecutiva de
izquierda a derecha comenzando por el uno, tal como se muestra en la fig. 5.2. Hay que

' La nomenclatura no es estandar; es mas, diferentes textos pueden dar los mismos nombres a
diferentes modelos y contradecirse entre si.
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resaltar que este conjunto es cerrado por prefijo y compacto; cerrado por prefijo, porque si la
cadena «. 3 esta dentro del conjunto que denota la forma de un arbol, para o,BeNgy*,
también lo estd la cadena o; y compacto, porque si la cadena o.k esta dentro del conjunto,
para oce No*, ke No, también lo estan las cadenas o.1, .2, ..., a.(k-1).

Fig. 5.2: representacion del arbol de forma {4, 1, 2, 3, 11, 12, 31, 32, 33, 34, 331, 332}.

Por lo que respecta a los valores de las etiquetas, se puede definir una funcién que asocie a
una cadena un valor del conjunto de base de las etiquetas. Evidentemente, esta funcion es
parcial y su dominio es justamente el conjunto de cadenas que da la forma del arbol.

enero

agosto

febrero

abril diciembre julio marzo " setiembre

mayo octubre

Fig. 5.3: el mismo arbol que en la fig. 5.2, asignando etiquetas a sus elementos.

Asi, dado el conjunto base de las etiquetas V, definimos el modelo AV de los arboles
generales y etiquetados como las funciones que tienen como dominio las cadenas de
naturales No* y como codominio las etiquetas V, f : Ny* — V, tales que su dominio dom(f )
cumple que no es vacio, es cerrado por prefijo y compacto; a dom(f) le llamaremos la forma o
contorno del arbol. A partir de este modelo se formulan una serie de definiciones utiles para
el resto del capitulo, cuya especificacion ecuacional queda como ejercicio para el lector.

a) Definiciones sobre los nodos
SeaacAy un érbol general y etiquetado cualquiera.

- Un nodo del arbol (ing., node) es un componente determinado por la posicion que

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



222 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

ocupa y por la etiqueta; es decir, n=<s, v> es un nodo de a sisedom(a)y a(s)=v.Enla
fig. 5.3, <11, abril> es un nodo pero no lo son ni <7, julio> ni <11, setiembre>. El
conjunto N, = {n/n es un nodo de a}es el conjunto de todos los nodos del arbol a.

La raiz del arbol (ing., root) es el nodo que esta mas arriba, <A, a(A)>. Por ejemplo, la
raiz del arbol de la fig. 5.3 es el nodo <A, enero>. Notemos que, a causa de las
propiedades del modelo, todo arbol a presenta una raiz. A veces, por comodidad y
cuando quede claro por el contexto, denominaremos raiz simplemente a la etiqueta del
nodo raiz.

Una hoja del arbol (ing., leaf) es un nodo que estéd abajo de todo; es decir, el nodo
n=<s, v>eN, es hoja dentro de a si no existe ae No+ tal que s. aedom(a). En el arbol
de la fig. 5.8, son hojas los nodos <2, febrero> y <331, mayo>, pero no lo es
<1, agosto>. El conjunto Fa = {n/ nes hoja dentro de a} es el conjunto de todas las
hojas del arbol a.

Un camino dentro del arbol (ing., path) es una secuencia de nodos conectados dentro
del arbol; o sea, la secuencia c = ny...n,, Vi: 1 <i<r: n;=<s;, vi>eN,, es camino dentro
de a si cada nodo cuelga del anterior, es decir, si Vi: 1 <i <r-1: (Fk:k e NO: Siy1 = Si.K).
La longitud del camino (ing., length) es el nimero de nodos menos uno, r-1;sir > 1,
se dice que el camino es propio (ing., proper). En el arbol de la fig. 5.3, la secuencia
formada por los nodos <A, enero><3, junio><32, marzo> es un camino propio de
longitud 2. El conjunto Ca = {c/ c es camino dentro de a} es el conjunto de todos los
caminos del arbol a.

La altura de un nodo del arbol (ing., height) es uno més que la longitud del camino
desde el nodo a la hoja mas lejana que sea alcanzable desde éF; es decir, dado el nodo
neN, y el conjunto de caminos Can que salen de un nodo n y van a parar a una hoja,
Cor={c=ny..n./ceC, A ny=n A nyeF,}, definimos la altura de n dentro de a como
la longitud mas uno del camino mas largo de C,n. En el arbol de la fig. 5.3, el nodo
<3, junio> tiene altura 3. La altura de un arbol se define como la altura de su raiz; asi, la
altura del arbol de la fig. 5.3 es 4.

El nivel o profundidad de un nodo del arbol (ing., level o depth) es el numero de
nodos que se encuentran entre él y la raiz; es decir, dado el nodo n=<s, v>eN,
definimos el nivel de n dentro de a como lIsll+1, siendo lIsll la longitud de s; también se
dice que n esta en el nivel lIsll+1. En el arbol de la fig. 5.3, el nodo <3, junio> esta en el
nivel 2. Por extensién, cuando se habla del nivel i de un arbol (también primer nivel,
segundo nivel, y asi sucesivamente) se hace referencia al conjunto de nodos que
estan en el nivel i. EI numero de niveles de un arbol a se define como el nivel de la hoja
mas profunda; asi, el nimero de niveles del arbol de la fig. 5.3 es 4. Notemos que, por

% Las definiciones de altura, profundidad y nivel son también contradictorias en algunos textos. Hay
autores que no definen alguno de estos conceptos, o los definen sélo para un arbol y no para sus
nodos, o bien empiezan a numerar a partir del cero y no del uno, etc. En nuestro caso concreto,
preferimos numerar a partir del uno para que el arbol vacio (que aparece en el caso n-ario) tenga una
altura diferente al arbol con un unico nodo.
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definicidn, el numero de niveles de un arbol es igual a la altura, por lo que pueden
usarse ambas magnitudes indistintamente.

b) Definiciones sobre las relaciones entre nodos
A partir del concepto de camino, damos diversas definiciones para establecer relaciones
entre nodos. Sean a eAV un arbol general y etiquetado y n,n'eN, dos nodos del arbol,
n=<s, v> yn'=<s', v'>; si hay un camino ¢ = n1...nreCa tal que ny=n yn,=n', decimos que:

- El nodo n' es descendiente (ing., descendant) de n y el nodo n es antecesor (ing.,
ancestor) de n'. Si, ademas, r > 1, los llamamos descendiente o antecesor propio.

- Si, ademas, r= 2 (es decir, sin' cuelga directamente de n), entonces:
0 El nodo n' es hijo (ing., child) de n; en concreto, si s' =s.k, ke N,, decimos que n'
es hijo k-ésimo de n (o también primer hijo, segundo hijo, y asi hasta el ultimo hijo).
0 n es padre (ing., parent) de n'.
¢ Hay una rama (ing., branch) entre n yn".
- El grado o aridad (ing., degree o arity) de n es el numero de hijos del nodo; es decir, se
define grado, =I{aedom(a)/ 3k,s: ke Ny AseNy*: a=s.k }II. La aridad de un arbol se
define como el maximo de la aridad de sus nodos.

Ademas, dos nodos n y n' son hermanos (ing., sibling) si tienen el mismo padre, es decit, si
se cumple que s = a.k v ' = a.k', para k,k'e Ng y aeNy*. Si, ademas, k = k'+1,a n' lo
llamaremos hermano izquierdo de n y a n, hermano derecho de n'. En el arbol de la fig. 5.3,
el nodo <A, enero> es antecesor propio del nodo <3, junio>, también del <32, marzo> y del
<1, agosto> (y, consecuentemente, estos tres nodos son descendientes propios del
primero). Ademas, <3, junio> y <1, agosto> son hijos de <A, enero> (y, en consecuencia,
<A, enero> es padre de los nodos <3, junio> y <1, agosto>, que son hermanos, y hay una
rama entre <A, enero> y <3, junio> y entre <A, enero> y <1, agosto>). El grado del nodo raiz
es 3 porque tiene tres hijos, mientras que el grado de todas las hojas es 0 porque no tienen
ninguno, siendo ésta una propiedad comun a todos los arboles del modelo.

c) Definiciones sobre subarboles
Sean a,a'e AV dos arboles generales y etiquetados. Decimos que a es subarbol hijo de a', o
simplemente subarbol (ing., subtree), si esta contenido en él, o sea, si Jae No* tal que:
- Se superponen: a # dom(a)={y/ yeNg* A a. yedom(a )}, con # Ng*x P(Ny*) — P(Ng*)
definida como: o # {sy, ..., Sp} ={c.Sq, ..., 0.8y}
- Las etiquetas de los nodos se mantienen: V<s, v>: <s, v>eN_: a (a.s)=V.

- No hay nodos por debajo de la superposicién: =( 3<s, v>eN,: 3 Not: ar.s. f edom(a')).

Concretamente, en este caso decimos que a es a-subarbol de a'; si, ademas, llall=1, a se
denomina primer subarbol de a' si o = 1, segundo subarbol de a' si o = 2, etc., hasta el
ultimo subarbol. Por ejemplo, en la fig. 5.4 se presentan un arbol que es subarbol del arbol
de la fig. 5.3 (a la izquierda, en concreto, su tercer subarbol) y otro que no lo es (a la derecha).
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junio enero
agosto
K nov.
julio marzo setiembre febrero
mayo  octubre abril diciembre

Fig. 5.4: un subarbol del arbol de la fig. 5.3 (a la izquierda) y otro que no lo es (a la derecha).

Una vez determinado completamente el modelo y las definiciones necesarias para hablar con
propiedad de los arboles generales, vamos a determinar su signatura y especificaciéon. Tal
como se ha dicho previamente, la operacion basica de la signatura de este modelo es
enraizar un numero indeterminado de arboles para formar uno nuevo, que tendra en la raiz
una etiqueta dada, enraiza: Ay*xV — A\. Ahora bien, la sintaxis de las especificaciones de
Merli (y, en general, de ningun lenguaje de especificacion o implementacion) no permite
declarar un numero indeterminado de parametros como parece requerir esta signatura y, por
tanto, adoptamos un enfoque diferente. En concreto, introducimos el concepto de bosque
(ing., forest), definido como una secuencia® de arboles, de manera que enraiza tendra dos
parametros, el bosque que contiene los arboles para enraizar y la etiqueta de la raiz*. Asi,
dados el arbol aeAV, el bosque b eAV*, b=a,...a,, ylaetiqueta v eV, la signatura es:

- Crear el bosque vacio: crea, devuelve el bosque A sin arboles.
- Ahadir un arbol al final del bosque: inserta(b, a), devuelve el bosque b.a.
- Averiguar el numero de arboles que hay en el bosque: cuantos(b), devuelve n.
- Obtener el arbol i-ésimo del bosque:i_ésimo(b, i), devuelve a;; da errorsii>n o vale 0.
- Enraizar diversos arboles para formar uno nuevo: enraiza(b, v), devuelve un nuevo
arbol a tal que la etiqueta de su raiz es v y cada uno de los a; es el subarbol i-ésimo de
a, es decir, devuelve el arbol a tal que:
0dom(@)={ Li:1<i<n:i#dom(a)} U {A}.
¢a)=v.
O Vi:1<i<n:Va: aedom(a): a(i.c) = a().

- Averiguar la aridad de la raiz del arbol: nhijos(a), devuelve grado_, Al

- Obtener el subarbol i-ésimo del arbol: subarbol(a, i) devuelve el subarbol i-ésimo de a o
da error sii es mayor que la aridad de la raiz o cero; es decir, devuelve el arbol a' tal que:
¢ dom(a') ={a/i.cecdom(a)}.
O Vo:aedom(a'): a (o) =a(i.«).

- Consultar el valor de la etiqueta de la raiz: raiz(a), devuelve a()).

® No un conjunto, porque el orden de los elementos es significativo.
* También podriamos haber optado por un conjunto de operaciones enraizay, ..., enraiza,, donde n
fuera un numero lo bastante grande, de manera que enraiza; enraizase i arboles con una etiqueta.
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En la fig. 5.5 se muestra una especificacion para este modelo. Notemos que el bosque se
crea facilmente a partir de una instancia de las secuencias tal como fueron definidas en el
apartado 1.5.1, pero considerando el género del alfabeto como parametro formal (definido
en el universo de caracterizacion ELEM). La instancia va seguida de varios renombramientos
para hacer corresponder los identificadores de un tipo con los del otro, y de la ocultaciéon de
los simbolos no usables. La especificacion del tipo arbol es trivial tomando {enraiza} como
conjunto de constructoras generadoras (puro) y usando las operaciones sobre bosques.
Como hay dos apariciones diferentes del universo ELEM, se prefija cada una de ellas con un
identificador. Es conveniente que los géneros del bosque y del arbol residan en el mismo
universo, porque se necesitan reciprocamente.

universo ARBOL_GENERAL (A es ELEM) es
usa NAT, BOOL
tipo arbol
instancia CADENA (B es ELEM) donde B.elem es arbol
renombra _._ porinserta, ||_Il por cuantos, cadena porbosque

esconde _._, [_], etc.

ops enraiza: bosque A.elem — arbol
nhijos: arbol — nat
subarbol: arbol nat — arbol
raiz: arbol — A.elem

error Vae arbol; Vie nat: [i > nhijos(a) v NAT.ig(i, 0)] = subarbol(a, i)

ecns Vbebosque; Vienat; Vve A.elem
nhijos(enraiza(b, v)) = cuantos(b)
subarbol(enraiza(b, v), i) = CADENA.i_ésimo(b, i)
raiz(enraiza(b, v)) = v

funiverso

Fig. 5.5: especificacion del TAD de los arboles generales.

5.1.2 Modelo de arbol binario

El modelo de arbol binario, denotado por AZV, son las funciones f : {1, 2}* -V, dado que un
nodo puede tener, como mucho, dos hijos. Como en el caso de los arboles generales, el
dominio de la funcién ha de ser cerrado por prefijo, pero, en cambio, se permite la existencia
del arbol vacio y, como consecuencia, el arbol binario presentara discontinuidades cuando la
operacion de enraizamiento involucre un arbol vacio como primer hijo y un arbol no vacio
como segundo hijo. En la fig. 5.6 se muestra algunos arboles binarios validos; notemos que
si interpretamos los arboles como generales, el de la derecha y el del medio son idénticos.
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A A A

N / N

B C B C

Fig. 5.6: tres arboles binarios tales que la raiz tiene: primer y segundo hijo (izquierda),
primer hijo, pero no segundo (medio), y segundo hijo, pero no primero (derecha).

El resto del modelo no varia, siempre que se recuerde que el grado de todo nodo del arbol
es, como mucho, igual a dos. Las definiciones dadas también son validas respetando esta
regla y considerando que la altura y la profundidad de un &rbol vacio valen cero. Para mayor
claridad, el primer hijo de un nodo de un &rbol binario se llama hijo izquierdo (ing., left child) y
el segundo se llama hijo derecho (ing., right child). De un arbol vacio también se puede decir
que no existe; refiriéndose a un nodo, si un hijo (0 hermano o cualquier otra relacion de
parentesco) de un nodo es vacio también podemos decir que el nodo no tiene este hijo (o0
hermano, etc.). Todas estas definiciones se pueden aplicar al caso de los subarboles.

Dados los arboles a,aq,as eA2V y la etiqueta v e V, definimos las siguientes operaciones®:
- Crear el arbol vacio: crea, devuelve la funciéon @ de dominio vacio.

- Enraizar dos arboles y una etiqueta para formar un arbol: enraiza(a, v, a,), devuelve el
arbol a tal que a(A) =v, a; es el subarbol izquierdo de a y a, es su subarbol derecho.

- Obtener los subarboles izquierdo y derecho de un arbol: izq(a) y der(a), respectivamente;
si a es el arbol vacio, dan error.

- Obtener la etiqueta de la raiz: raiz(a), devuelve a(\) o da error si a es vacio.

- Averiguar si un arbol es vacio: vacio?(a), devuelve cierto si a es el arbol vacio y falso si no.

La aplicacion en el caso de arboles n-arios cualesquiera, Anv, es inmediata, considerando el
modelo como las funciones f: [1, n]* — V, y queda como ejercicio para el lector.

5.1.3 Modelo de arbol con punto de interés

Los arboles con punto de interés, ya sea generales o n-arios, se caracterizan por la existencia
de un nodo privilegiado identificado por el punto de interés, que sirve de referencia para
diversas operaciones de actualizacién. La etiqueta de este nodo es la Unica que puede
consultarse y, en consecuencia, también habra diversas operaciones de modificacion del
punto de interés. Vamos a estudiar el caso de arboles generales (el caso n-ario es parecido).

® La descripcion formal es similar a los arboles generales y queda como ejercicio para el lector.
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universo ARBOL_BINARIO (ELEM) es
usa BOOL
tipo arbol

ops
crea: — arbol
enraiza: arbol elem arbol — arbol
izq, der: arbol — arbol
raiz: arbol — elem
vacio?: arbol — bool

errores izq(crea); der(crea); raiz(crea)

ecns Va,aq,as€ arbol; Vve elem
izq(enraiza(as, v, a,)) = ay
der(enraiza(ay, v, ap)) =a
raiz(enraiza(aq, v, a)) = v
vacio?(crea) = cierto; vacio?(enraiza(a,, v, a,)) = falso
funiverso

Fig. 5.7: especificacion del TAD de los arboles binarios.

El modelo de este tipo de arboles ha de recoger la posicién del punto de interés y, por tanto,
podemos considerarlo un par ordenado <f : No* -V, N0>, donde V es el dominio de las
etiquetas y se cumple que el segundo componente, que identifica la posicion actual, esta
dentro del dominio de la funcién o bien tiene un valor nulo que denota la inexistencia de
elemento distinguido. En cuanto a la signatura, el abanico es muy amplio tanto en lo que se
refiere a las operaciones de actualizacion como a las de recorrido, y citamos a continuacion
algunas posibilidades sin entrar en detalle.

- Actualizacion. En las inserciones podemos plantearnos dos situaciones: insertar un
nodo como hijo i-ésimo del punto de interés, o colgar todo un arbol a partir del punto de
interés. En cualquier caso, parece l6gico no cambiar el nodo distinguido. En cuanto a
las supresiones, se presenta la misma disyuntiva: borrar nodos individualmente (que
deberian ser hojas e hijos del nodo distinguido, o bien el mismo nodo distinguido) o
bien subarboles enteros. Las diversas opciones no tienen por qué ser mutuamente
exclusivas, ya que un mismo universo puede ofrecer los dos tipos de operaciones.

- Recorrido. También distinguimos dos situaciones: la primera consiste en ofrecer un
conjunto de operaciones de interés general para mover el punto de interés al hijo
i-ésimo, al padre o al hermano izquierdo o derecho. También se puede disponer de
diversas operaciones de mas alto nivel que incorporen las diversas estrategias de
recorrido que se introducen en la seccion 5.3. En cualquier caso, las operaciones de
recorrido tendran que permitir que se examinen los n nodos del arbol.
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5.2 Implementacion

En esta seccion se presentan diversas estrategias de implementacion de los arboles. Nos
centramos en las representaciones mas habituales para los modelos binario y general; en
[Knu68, pp. 376-388] se presentan algunas variantes adicionales que pueden ser utiles en
casos muy concretos. En el dltimo apartado de la seccidn, se hace una breve referencia a la
extensién de binario a n-ario y a los arboles con punto de interés.

5.2.1 Implementacion de los arboles binarios

Como en las estructuras lineales, las representaciones de arboles binarios se subdividen en
dos grandes familias: encadenadas (por punteros y vectores) y secuenciales.

a) Representacion encadenada

En la fig. 5.8 se muestra una representacion encadenada por punteros. Hay un simple
apuntador de cada nodo a sus dos hijos; si un hijo no existe, el encadenamiento
correspondiente vale NULO. Las operaciones quedan de orden constante, mientras que el
espacio utilizado para guardar el arbol es lineal respecto al nimero de nodos que lo forman.
El invariante prohibe que haya mas de un encadenamiento apuntando al mismo nodo (lo cual
conduciria a una estructura en forma de grafo, v. capitulo 6) mediante el uso de una funcion
auxiliar correcto (necesaria para hacer comprobaciones recursivas siguiendo la estructura del
arbol) que se define sobre otra, nodos, que obtiene el conjunto de punteros a nodos de un
arbol, similar a la operacion cadena ya conocida (v. fig. 3.23).

Esta representacion presenta una caracteristica importante. Recordemos que, tal como se
expuso en el apartado 3.3.4, la asignacion a; := enraiza(ay, v, a,) es en realidad una
abreviatura de duplica(enraiza(ay, v, a,), az), por lo que la instruccién tiene un coste lineal
debido a la duplicacién del arbol. Para evitar dichas duplicaciones, es necesario codificar la
funcién en forma de accion definiendo, por ejemplo, dos parametros de entrada de tipo
arbol y uno de salida que almacene el resultado (v. fig. 5.9, arriba). Ahora bien, con esta
estrategia, varios arboles pueden compartir fisicamente algunos o todos los nodos que los
forman, de manera que la modificacién de uno de los arboles tenga como efecto lateral la
modificacion de los otros. Por ejemplo, dados los arboles a4, a, y az y dada la invocacién
enraiza(a4, v, 8y, a3), s evidente que a; y el subarbol izquierdo de a; apuntan al mismo lugar,
situacién en la que, si se ejecuta destruye(a), se estd modificando el valor del arbol as, lo cual
probablemente sea incorrecto®. Si se considera que esta peculiaridad del funcionamento de
la implementacién de los arboles binarios es perniciosa, es necesario duplicar los arboles a
enraizar, ya sea desde el programa que usa el TAD, ya sea sustituyendo la simple asignacion

® En realidad, éste no es un problema exclusivo de los arboles, sino en general de las
representaciones por punteros. No lo hemos encontrado antes simplemente por la signatura de las
operaciones definidas sobre secuencias y tablas. Por ejemplo, si considerasemos la operacion de
concatenacion de dos listas, surgiria la misma problematica.
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universo ARBOL_BINARIO_ENC_PUNTEROS (ELEM) es
implementa ARBOL_BINARIO (ELEM)
usa BOOL
tipo arbol es *nodo ftipo

tipo privado nodo es
tupla
etiq es elem; hizq, hder son ~nodo
ftupla
ftipo
invariante (a es arbol): correcto(a), donde correcto: “nodo — bool se define:
correcto(NULO) = cierto
p # NULO = correcto(p) = correcto(p”.hizqg) A correcto(p”.hder) A
nodos(p”.hizq) N nodos(p™.hder) = {NULO} A
p ¢ nodos(p”.hizq) U nodos(p”.hder)
y donde nodos: ~nodo — P(*nodo) se define como:
nodos(NULO) = {NULO}
p #NULO = nodos(p) = {p} v nodos(p.hizq) U nodos(p”.hder)

funcidén crea devuelve arbol es
devuelve NULO

funcion enraiza (a4 es arbol; v es elem; a, es arbol) devuelve arbol es
var p es *nodo fvar

p := obtener_espacio

si p = NULO entonces error si no pA.v := v; pAhizq := aq; prhder = a5 fsi
devuelve p

funcioén izq (a es arbol) devuelve arbol es
sia=NULO entonces error si no a := a.hizq fsi
devuelve a

funcion der (a es arbol) devuelve arbol es
sia=NULO entonces error si no a := a’.hder fsi
devuelve a

funcién raiz (a es arbol) devuelve elem es
varv es elem fvar

sia=NULO entonces error si nov:=aryv fsi
devuelve v

funcién vacio? (a es arbol) devuelve bool es
devuelve a=NULO

funiverso

Fig. 5.8: implementacion por punteros del TAD de los arboles binarios.
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de punteros de enraiza, izq y der por duplicaciones de los arboles implicados (v. fig. 5.9,
abajo). Obviamente, la segunda alternativa resulta en un coste lineal incondicional de las
operaciones que duplican arboles. Una opcién diferente consistiria en poner a NULO los
apuntadores a arboles que actien como parametros de entrada (que dejarian de ser sélo de
entrada, obviamente) para evitar manipulaciones posteriores.

accion enraiza (ent a; es arbol; ent v es elem; ent a, es arbol; sal a; es arbol) es
az := obtener_espacio

si a3 = NULO entonces error
si no az\.v :=v; az".hizq := ay; ag™.hder := a,
fsi

faccion

accion enraiza (ent a; es arbol; entv es elem; ent a, es arbol; sal a; es arbol) es
var p es ~nodo fvar

az ;= obtener_espacio

siaz=NULO entonces error

si no az".v :=v; duplica(a, az".hizq); duplica(a,, as".hder)
si

faccion

—h

Fig. 5.9: implementacidon mediante una accion de enraiza, sin duplicacion (arriba)
y con duplicacion (abajo) de los arboles.

La representacion sin copia presenta un riesgo afadido: la posible generacion de basura.
Este problema aparece porque las acciones izq y dr no aliberan espacio, de manera que al
ejecutar izq(a, a) o dr(a, a) el espacio del arbol que no aparece en el resultado quedara
inaccessible si no hay otros apuntadores a él. Si, incluso con este problema, se quieren
mantener las operaciones de coste constante, sera necesario controlar la situacion desde el
programa que usa los arboles.

La representacién encadenada con vectores sigue una estrategia similar. Ahora bien, en el
caso de representar cada arbol en un vector, tal como se muestra en la fig. 5.10, las
operaciones de enraizar y obtener los subarboles izquierdo y derecho exigen duplicar todos
los nodos del resultado para pasar de un vector a otro y, por ello, quedan lineales sobre el
numero de nodos del arbol’. Para evitar este coste se debe permitir que diferentes arboles
compartan los nodos y, asi, usar un unico vector que los almacene todos y que gestione las
posiciones libres en forma de pila, de manera que los arboles seran apuntadores (de tipo
entero o natural) a la raiz que reside en el vector.

” El coste sera lineal aunque se transformen las funciones en acciones con parametros de entrada y
de salida segun las reglas del apartado 3.3.4.
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tipo arbol es tupla
A es vector[de 0 amax-1]de nodo

sl es nat
ftupla
ftipo
tipo privado nodo es tupla etiq es elem; hizq, hder son entero ftupla ftipo

Fig. 5.10: representacion encadenada de los arboles usando un vector para cada arbol.

En la fig. 5.12 se presenta una implementacion posible usando un Unico vector para todos
los arboles. Notemos que es necesario introducir el vector compartido como variable global y
externa al universo de definicion de los arboles, dado que es una estructura que utilizaran
muchos arboles diferentes y que no es propiedad de uno solo. Esta solucion viola todas las
reglas de modularidad dadas hasta ahora y se puede pensar que es totalmente descartable.
No obstante, es necesario tener en cuenta que el vector desempefia exactamente el mismo
papel que la memoria dinamica en el caso de los punteros; la Unica diferencia es que en el
segundo caso la memoria (que también es un objeto global y externo a cualquier médulo que
lo usa) es un objeto andénimo y implicitamente referible desde cualquier punto de un
programa. Una opcidn diferente (descartada por los motivos que se exponen mas adelante)
consiste en declarar el vector como parametro de las diferentes funciones de los arboles de
manera que se encaje el esquema dentro del método de desarrollo modular habitual. Ahora
bien, como contrapartida, la signatura de las operaciones es diferente en la especificacion y
en la implementacion y, por tanto, se viola el principio de transparencia de la representacion,
porque un universo que use esta implementacién ha de seguir unas convenciones
totalmente particulares y no extrapolables a cualquier otra situacién. Notemos, eso si, que el
segundo enfoque permite disponer de mas de un vector para almacenar arboles.

El invariante de la memoria es exhaustivo. En la primera linea se afirma que todo arbol
individual que reside en la memoria esta bien formado (en el mismo sentido que la
representacién de la fig. 5.8) y no incluye ninguna posiciéon de la pila de sitios libres; a
continuacién, se asegura que toda posicién del vector esta dentro de algun arbol, o bien en
la pila de sitios libres y, por ultimo, se impide la comparticién de nodos entre los diferentes
arboles. Para escribir comdédamente el predicado se usan diversas funciones auxiliares: las ya
conocidas correcto y nodos, simplemente adaptadas a la notacion vectorial; una funcion
cadena_der que devuelve la cadena de posiciones que cuelga a partir de una posicién por
los encadenamientos derechos (que se usan en las posiciones libres para formar la pila), y
una cuarta funcién, raices, que devuelve el conjunto de posiciones del vector que son
raices de arboles, caracterizadas por el hecho de que no son apuntadas por ninguna otra
posicion ni estan en la pila de sitios libres.

En la implementacion se incluye también una rutina de inicializacion de la memoria que ha de
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ser invocada antes de cualquier manipulacion y que se limita a crear la pila de sitios libres.
Ademas, se puede incluir otra funcion para averiguar si queda espacio en el vector.

tipo memoria es tupla
A esvector[de 0 amax-1]de nodo
sl es nat
ftupla

ftipo
tipo privado nodo es tupla etiq es elem; hizq, hder son entero ftupla ftipo

invariante (M es memoria):
Vi: ie raices(M): correcto(M, i) A nodos(M, i) N cadena_der(M, M.sl) = {-1} A
{ Ui: ie raices(M): nodos(M, i) } w cadena_der(M, M.sl) = [-1, max-1] A
{ Mi: ieraices(M): nodos(M, i) } ={-1}
donde correcto: memoria entero — bool se define:
correcto(M, -1) = cierto
i#-1 = correcto(M, i) = correcto(M, M[i].hizq) A correcto(M, M[i].hder) A
nodos(M, M[i].hizq) n nodos(M, M[il.hder) = {-1} A
i¢ nodos(M, M[i].hizg) N nodos(M, M[i].hder),
donde nodos: memoria entero — P(entero) se define como:
nodos(M, -1) = {-1}
i#-1 = nodos(M, i) = {i} u nodos(M, M[i].hizq) U nodos(M, M[i].hder),
donde cadena_der: memoria entero — P(entero) se define como:
cadena_der(M, -1) = {-1}
i#-1 = cadena_der(M, i) = {i} U cadena_der(M, M[i].hder)
y donde raices: memoria — P(entero) se define como:
raices(M) = {ie [0, max-1]-nodos(M, M.sl) /
= (3j: je [0, max-1]-nodos(M, M.sl): M.A[j].hizq = i v M.A[jl.hder = i)}

{inicializa(M): accidon que es necesario invocar una Unica vez antes de crear
cualquier arbol que use la memoria M, para crear la pila de sitios libres
P = cierto
Q = cadena_der(M, M.sl) = [-1, max-1] }
accioén inicializa (sal M es memoria) es
varies nat fvar
{simplemente, se forma la pila de sitios libres usando el campo hder}
para todo i desde 0 hasta max-2 hacer M.A[i].hder := i+1 fpara todo
M.A[max-1].hder :=-1; M.sl :=0
faccion

(a) definicion de la memoria y rutina de inicializacién.

Fig. 5.12: implementacidn encadenada por vector compartido de los arboles binarios.
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universo ARBOL_BINARIO_ENC_1_VECTOR (ELEM) es
implementa ARBOL_BINARIO (ELEM)

usa ENTERO, NAT, BOOL
tipo arbol es entero ftipo
invariante (a es arbol): -1 <a < max-1

funcién crea devuelve arbol es
devuelve -1

funcién enraiza (a4 es arbol; v es elem; a, es arbol) devuelve arbol es
varies entero fvar
si M.sl =-1 entonces error {el vector es lleno}
si no {se obtiene un sitio libre y se deposita el nuevo nodo en él}
i ;= M.sl; M.sl := M.A[M.sl].hder
M.A[i] :=<v,ay,a>
fsi
devuelvei

funcidénizq (a es arbol) devuelve arbol es
sia=-1entonces error {arbol vacio}
si no a := M[a].hizq
fsi

devuelve a

funcién der (a es arbol) devuelve arbol es
sia=-1entonces error {arbol vacio}
si no a := M[a].hder
fsi

devuelve a

funcién raiz (a es arbol) devuelve elem es
varv es elem fvar
sia=-1entonces error {arbol vacio}
sinov :=M[a].v
fsi
devuelvev
funcién vacio? (a es arbol) devuelve bool es
devuelve a=-1

funiverso
(b) universo de los arboles.

Fig. 5.12: implementacion encadenada por vector compartido de los arboles binarios (cont.).
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b) Representacion secuencial

Siguiendo la filosofia de la implementacién de estructuras lineales, una representacién
secuencial ha de almacenar los nodos del arbol sin usar campos adicionales de
encadenamientos. Ahora bien, asi como en las secuencias habia una ordenacion clara de los
elementos, en los arboles no ocurre lo mismo. Por ejemplo, en el arbol de la fig. 5.3, qué
relacion se puede establecer entre los nodos <2, febrero> y <332, octubre>? Intuitivamente,
podriamos intentar guardar todos los nodos en el orden lexicografico dado por las
secuencias del dominio del arbol. Sin embargo, esta estrategia es totalmente ambigua
porque una unica configuracion del vector se puede corresponder con diversos arboles (v.
fig. 5.11). Otra posibilidad consiste en deducir una férmula que asigne a cada posible nodo
del arbol una posicién dentro del vector; en el caso de nodos que no existan, la posicion
correspondiente del vector estara marcada como desocupada. Estudiemos este enfoque.

A A

AlB|cC /\ B

B C C

Fig. 5.11: una distribucién de elementos dentro de un vector (a la izquierda) y dos posibles
arboles que se pueden asociar segun el orden lexicografico (al medio y a la derecha).

La estrategia adoptada consiste en usar la cadena que identifica la posicion del nodo, de
manera que la raiz vaya a la primera posicion, el hijo izquierdo de la raiz a la segunda, el hijo
derecho de la raiz a la tercera, el hijo izquierdo del hijo izquierdo de la raiz a la cuarta, etc.
Concretamente, dado un nodo n = <s, v> ubicado en el nivel k+1 del arbol, s = s4...5¢, se
puede definir la funcion W que determina la posicidn del vector a la que va a parar cada uno
de los nodos del arbol como:

k-1

ok |
W (s) = (1+202' )+ g(si-1).2k"

i= i=1

El primer factor da la posicion que ocupa el primer nodo de nivel k+1-ésimo dentro del arbol®
y cada uno de los sumandos del segundo término calcula el desplazamiento producido en
cada nivel.

A partir de esta férmula se pueden derivar las diversas relaciones entre la posicidon que ocupa
un nodo y la que ocupan sus hijos, hermano y padre, y que se muestran a continuacién. Su
calculo por inducciéon queda como ejercicio para el lector, pero podemos comprobar su
validez en el ejemplo dado en la fig. 5.13 de forma intuitiva.

® Se puede demostrar por induccidn que el nimero maximo de nodos en el nivel i-ésimo es 2i-1.
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- Hijos: sea el nodo n = <s, v> tal que ¥ (s) =i; su hijo izquierdo ny = <s.1, v4> ocupa la
posicion ¥ (s.1) = 2i y su hijo derecho n, = <s.2, vo> la posicién ¥ (s.2) = 2i+1.

- Padre: simétricamente, dado el nodo n = <s.k, v> tal que ke[1,2] y W(sk)=i,i>1,la
posicién que ocupa su padre <s, v'> es ¥ (s)=Li/2].

- Hermanos: dado que el nodo n = <s, v> es hijo izquierdo si s = .1, e hijo derecho si
s= .2,y que en el primer caso la funcion ¥ (s) da un resultado par y en el segundo uno
impar, se cumple que, si ¥ (s) =2i, el hermano derecho de n ocupa la posicién 2i +1,y
si ¥ (s) =2i+1, el hermano izquierdo de n ocupa la posicion 2i.

AlB|C D E

1234567 8 910111213141516

Fig. 5.13: un arbol binario (izquierda) y su representacion secuencial (derecha); de cada
nodo se da su posicidn y etiqueta; las posiciones del vector sin etiquetas estan vacias.

La representacion secuencial aqui presentada se denomina monticulo (ing., heap) y exige
que cada arbol se implemente con un unico vector, de manera que todas las operaciones de
enraizar y obtener los subarboles izquierdo y derecho queden lineales sobre el numero de
nodos implicados. Por este motivo, su utilidad principal surge en los arboles con punto de
interés con operaciones individuales sobre nodos. No obstante, incluso en este caso es
necesario estudiar cuidadosamente si el espacio para almacenar el arbol es realmente menor
que usando encadenamientos: si el arbol tiene pocos nodos pero muchos niveles,
probablemente el espacio que se ahorra por la ausencia de apuntadores no compensa las
posiciones del vector desocupadas, necesarias para guardar los nodos de los niveles
inferiores en la posicion dada por V. El caso ideal se da al almacenar arboles completos: un
arbol es completo (ing., full) cuando sus niveles contienen todos los nodos posibles;
también es bueno el caso de arboles casi completos, que son aquellos que no presentan
ninguna discontinuidad en su dominio considerado en orden lexicografico (el arbol completo
es un caso particular de casi completo). Si se puede conjeturar el nimero de nodos, en
ambos casos se aprovechan todas las posiciones del vector; si s6lo se puede conjeturar el
numero de niveles, el aprovechamiento sera éptimo en el caso de arboles completos, pero
habré algunas posiciones libres (en la parte derecha del vector) en los arboles casi
completos.
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5.2.2 Implementacion de los arboles generales

Por lo que respecta a la representacién encadenada, independientemente de si usamos
punteros o vectores, la primera opcion puede ser fijar la aridad del arbol y reservar tantos
campos de encadenamiento como valga ésta. Esta estrategia, no obstante, presenta el
inconveniente de acotar el numero de hijos de los nodos (cosa a veces imposible) y, ademas,
incluso cuando esto es posible, el espacio resultante es infrautilizado. Veamos porqué.

Sea n la aridad de un &rbol general a, N, el conjunto de nodos de a que tienen i hijos,y X e
Y el numero de encadenamientos nulos y no nulos de a, respectivamente. Obviamente, se
cumplen:

X=3i:0<i<n-1: INJIl. (n-))  (5.1)
INglII=Zi:0<i <n: [N (5.2)
X+Y=n.IN,l (5.3)

Ahora, sea B el niumero de ramas que hay en a. Como que en cada nodo del arbol,
exceptuando la raiz, llega una y sélo una rama, queda claro que:

INIlI=B + 1 (5.4)
y como que de un nodo con i hijos salen i ramas, entonces:

B=2i:1<i<n: [INGll.i (5.5)

Combinando (5.4) i (5.5), obtenemos:
(INJI=Zi:1<i<n: NGl i+1 (5.6)

A continuacidn, desarrollamos la parte derecha de (5.1) desdoblando el sumatorio en dos,

manipulando sus cotas y usando (5.2) y (5.6) convenientmente:
2i:0<i<n-1: lINGIl. (n-i) =
(Zi:0<ign-1: NGl n)-(Zi: 0<i <n-1: INGill . i) =
(n.Zi:0<i<n-1: lINl) - (Zi: 1<i <n-1: (INGilL§) =
(n.Zi:0<i<n-1: NGl - (Zi: 1 <i <n: NG i+ [INgnlE. n) =
(n.Zi:0<i<n-1: (INGl+ NINgI n) - (Zi: 1 <i <n: IINGiLL §) =
(n.Zi:0<i<n: lINGI)-(Zi:1<i<n: NI i) = (usando (5.2) y (5.6))
(N INGID - (INGIE+ 1) = (n-1) L INGH +1

Resumiendo, hemos expresado el numero X de encadenamientos nulos en funcion del
numero total de nodos, X = (n-1) . [IN;Il + 1, y usando (5.3) podemos comprobar que X es
mayor que el numero de encadenamientos no nulos en un factor n-1, de manera que la
representacién encadenada propuesta desaprovecha mucho espacio.
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La solucién intuitiva a este problema consiste en crear, para cada nodo, una lista de
apuntadores a sus hijos. Desde el nodo se accede a la celda que contiene el apuntador al
primer hijo y, desde cada celda, se puede acceder a la celda que contiene el apuntador al hijo
correspondiente y a la que contiene el apuntador al hermano derecho. Ahora bien, esta
solucidén es claramente ineficiente porque introduce muchos apuntadores adicionales. La
alternativa mas eficiente surge al observar que, dado un nimero fijo de nodos, mientras mas
grande es la aridad del arbol que los contiene, mayor es el nimero de encadenamientos
desaprovechados, porque el numero total crece mientras que el de ramas no varia. Por esto,
buscamos una estrategia que convierta el arbol general en binario, para optimizar el espacio.
Tomando como punto de partida la lista de apuntadores a los hijos que acabamos de
proponer, se puede modificar encadenando directamente los nodos del arbol de manera
que cada nodo tenga dos apuntadores, uno a su primer hijo y otro al hermano derecho. Esta
implementacion se denomina hijo izquierdo, hermano derecho (ing., leftmost-child,
right-sibling) y, rotando el arbol resultante, se puede considerar como un arbol binario tal que
el hijo izquierdo del arbol binario represente al hijo izquierdo del arbol general, pero el hijo
derecho del arbol binario represente al hermano derecho del arbol general (v. fig. 5.14); por
esto, la representacion también se denomina representacion por arbol binario.

Fig. 5.14: un arbol general (izquierda) y su representacion por arbol binario (derecha).

Notemos que el hijo derecho de la raiz sera siempre el arbol vacio, porque la raiz no tiene
hermano, por definicién, de modo que se puede aprovechar para encadenar todos los
arboles que forman un bosque vy, asi, un bosque también tendra la apariencia de arbol
binario, tal como se muestra en la fig. 5.15.
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Fig. 5.15: un bosque con tres arboles (izq.) y su representacion por arbol binario (der.).

En la fig. 5.16 se muestra la implementacién de esta estrategia por punteros. El bosque se
representa como una cola de arboles encadenados, dado que se necesitan apuntadores al
primer y ultimo arboles; ahora bien, no se efectda una instancia de las colas para optimizar el
espacio y aprovechar el encadenamiento a hermano derecho tal como se ha explicado. En la
cola se podria poner un elemento fantasma para no distinguir el caso de cola vacia y también
un contador, pero no se hace porque probablemente las colas seran cortas en el caso
general; de lo contrario, seria necesario reconsiderar ambas decisiones. En lo que respecta
al invariante, es necesario dar propiedades para ambos géneros; como los bosques se
pueden considerar como arboles, ambos se ayudan de un predicado auxiliar
correcto: ~nodo — bool, que comprueba las propiedades habituales de los arboles binarios.
En los arboles no se puede decir que el encadenamiento derecho sea nulo, porque un arbol
que pase a formar parte del bosque no lo cumple.

La representacién secuencial de los arboles generales sigue la misma idea que el caso
binario, pero comenzando a numerar por 0 y no por 1 para simplificar las férmulas de
obtencion del padre y de los hijos. Es necesario, antes que nada, limitar a un maximo r la
aridad mayor permitida en un nodo y también el nimero méaximo de niveles (para poder
dimensionar el vector). Entonces, definimos ¥, como la funcion que asigna a cada nodo una
posicién en el vector tal que, dado s =s;...8:

k-1 k

W(s)= 2r +2(s-1).r€
i=1

r i=0

El resto de féormulas son también una extension del caso binario y su deduccién queda
igualmente como ejercicio:

- Hijos: sea el nodo n = <s, v> tal que ¥, (s) = i; la posiciéon que ocupa su hijo k-ésimo
n'=<s.k, v'> es ¥, (s.k) = ir+k. El primer sumando representa la posiciéon anterior al
primer hijo de n, y el sumando k es el desplazamiento dentro de los hermanos.

- Padre: simétricamente, dado el nodo n = <s, v> tal que ¥, (s) =i, i > 1, la posicién que
ocupa su padre es | (i-1)/r .
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- Hermanos: sélo es necesario sumar o restar uno a la posicién del nodo en cuestion,
segun se quiera obtener el hermano derecho o izquierdo, respectivamente.

5.2.3 Variaciones en los otros modelos de arboles

Por lo que respecta a la extension de los arboles binarios a los arboles n-arios, en la
representacion encadenada se puede optar por poner tantos campos como aridad tenga el
arbol, o bien usar la estrategia hijo izquierdo, hermano derecho. En cuanto a la
representacion secuencial, no hay ninguna diferencia en las féormulas del caso general
tomando como r la aridad del arbol.

El modelo de punto de interés presenta ciertas peculiaridades respecto al anterior. En la
representaciéon encadenada, puede ser util tener apuntadores al padre para navegar
convenientemente dentro del arbol. Opcionalmente, si la representaciéon es por hijo
izquierdo, hermano derecho, el apuntador al hermano derecho del hijo de la derecha del
todo (que es nulo) se puede reciclar como apuntador al padre y, asi, todo nodo puede
acceder sin necesidad de utilizar mas espacio adicional que un campo booleano de marca
(en caso de usar punteros), a costa de un recorrido que probablemente sera rapido. La
representacion secuencial queda igual y es necesario notar que es precisamente en este
modelo donde és mas util ya que, por un lado, el acceso al padre (y, en consecuencia, a
cualquier hermano) se consigue sin necesidad de usar mas encadenamientos y, por lo tanto,
se puede implementar facilmente cualquier estrategia de recorrido; por el otro, las
operaciones individuales sobre nodos se pueden hacer en tiempo constante, porque
consisten simplemente en modificar una posicion del vector calculada inmediatamente.

5.2.4 Estudio de eficiencia espacial

La cuestién primordial consiste en determinar cuando se comporta mejor una representacion
encadenada que una secuencial. Un arbol k-ario de n nodos y k campos de encadenamiento
ocupa un espacio (k+X)n, siendo X la dimensién de las etiquetas y tomando como unidad el
espacio ocupado por un encadenamiento. EI mismo arbol representado con la estrategia hijo
izquierdo, hermano derecho ocupa sélo (X+2)n; el precio a pagar por este ahorro son las
busquedas (que generalmente seran cortas) de los subarboles y, por ello, generalmente la
segunda implementacién sera preferible a la primera. Si se usa una representacion
secuencial, el arbol ocupara un espacio que dependera de su forma: si los arboles con los
cuales se trabaja son casi completos habra pocas posiciones desaprovechadas. En general,
dada una aridad maxima r y un nimero maximo de niveles k, el espacio necesario para una
representacion secuencial es (Zi: 1 < i<k:ri)X =[(rk-1)/(r-1)]X; esta cifra es muy alta incluso
para r y k no demasiado grandes. Por ejemplo, un arbol 4-ario de 10 niveles como méaximo,
exige dimensionar el vector de 1.398.101 posiciones; suponiendo que las etiquetas sean
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enteros (caso usual), los arboles deben tener del orden de medio millén de nodos para que
la representacion secuencial sea mejor. Por ello, s6lo se usa con arboles casi completos.

Para ser mas precisos, calculamos a continuacion cual es la relacion que debe haber entre el
numero de nodos y el numero de niveles para que la representacion secuencial realmente
supere la encadenada (implementada por punteros). Supongamos que la aridad del arbol es
r y fijemos el nimero k de niveles del arbol. Definimos el factor de carga o de un arbol como
el cociente entre el numero n de nodos y el numero total de nodos que puede haber en un
arbol de aridad r y altura k, oo =n(r-1) / (rk-1), que cumple 0 < o < 1. Sustituyendo, el espacio
de la representacion por arbol binario queda a.(X+2)(rk-1) / (r-1); si comparamos este valor
con el espacio de la representacion secuencial, [(rk-1)/ (r -1)]X, puede verse que el factor de
carga debe superar X/(X+2) para que la representaciéon secuencial supere la encadenada. Es
decir, mientras mas grande sea el espacio necesario para almacenar la etiqueta, menos
posiciones vacias pueden quedar en el vector propio de la representacién secuencial.

universo ARBOL_GENERAL_POR_BINARIO (ELEM) es
implementa ARBOL_GENERAL (ELEM)
usa BOOL

tipo bosque estupla
prim, ult son ~nodo
ftupla
ftipo
tipo arbol es ~nodo ftipo

tipo privado nodo es tupla
etig es elem
hizq, hder son ~nodo
ftupla
ftipo
invariante (b es bosque): correcto(b.prim) A b.ulte cadena_der(b.prim)
(aes arbol): a#NULO A correcto(a)
donde correcto: ~nodo — bool se define como en la fig. 5.8 y
siendo cadena_der: Anodo — P(/\nodo) como en el caso binario (v. fig. 5.11)

funcién crea devuelve bosque es
devuelve <NULO, NULO>

funcién cuantos (b es bosque) devuelve bosque es
devuelve cuenta(b.prim)

Fig. 5.16: implementacion hijo izquierdo, hermano derecho de los arboles generales.
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funcién inserta (b es bosque; a es arbol) devuelve bosque es

si b.ult = NULO entonces b.prim := a si no b.ult*.hder := a fsi

b.ult:=a
devuelve b
funciéni_ésimo (b es bosque; i es nat) devuelve arbol es
devuelve hermano_derecho_i_ésimo(b.prim, i)
funcién enraiza (b es bosque; v es elem) devuelve arbol es
var p es ~nodo fvar

p := obtener_espacio
sip = NULO entonces error {falta espacio} si no p* := <v, b.prim, NULO> fsi
devuelve p
{Precondicion (asegurada por el invariante): el puntero a no puede ser NULO}
funcién nhijos (a es arbol) devuelve nat es
devuelve cuenta(a’.hizq)
{Precondicion (asegurada por el invariante): el puntero a no puede ser NULO}
funcién subarbol (a es arbol; i es nat) devuelve arbol es
devuelve hermano_derecho_i_ésimo(a’.hizq, i)
{Precondicion (asegurada por el invariante): el puntero a no puede ser NULO}
funcién raiz (a es arbol) devuelve elem es
devuelve atv
{Funcién auxiliar cuenta(p): devuelve la longitud de la cadena derecha que
cuelga de p. }

funcién privada cuenta (p es ~nodo) devuelve nat es
var cnt es nat fvar

cnt:=0

mientras p # NULO hacer cnt := cnt + 1; p := pA.hder_ fmientras
devuelve cnt
{Funcién auxiliar hermano_derecho_i_ésimo(p, i): avanza i encadenamientos

a la derecha a partir de p; da error si no hay suficientes encadenamientos}

funcién priv hermano_derecho_i_ésimo (p es”nodo; i es nat) devuelve arbol es
var cnt es nat fvar

cnt:=1

mientras (p # NULO) A (cnt < i) hacer p := pA.hder; cnt := cnt + 1 fmientras

sip = NULO entonces error fsi
devuelve p

funiverso

Fig. 5.16: implementacion hijo izquierdo, hermano derecho de los arboles generales (cont.).
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5.3 Recorridos

Usualmente, los programas que trabajan con arboles necesitan aplicar sistematicamente un
tratamiento a todos sus nodos en un orden dado por la forma del arbol; es lo que se
denomina visitar todos los nodos del arbol. Se distinguen dos categorias basicas de
recorridos: los que se basan en las relaciones padre-hijo de los nodos, que denominaremos
recorridos en profundidad, y los que se basan en la distancia del nodo a la raiz, conocidos
como recorridos en anchura o por niveles. Por lo que se refiere a la signatura, de momento
los consideramos como funciones recorrido: arbol — lista_etiq, donde lista_etiq es el
resultado de instanciar las listas con punto de interés con el tipo de las etiquetas.

En esta seccion estudiaremos detalladamente el caso de arboles binarios; la extension al
resto de modelos queda como ejercicio para el lector.

5.3.1 Recorridos en profundidad de los arboles binarios

Dado el arbol binario ac A2y, se definen tres recorridos en profundidad (v. fig. 5.17 y 5.18):

- Recorrido en preorden (ing., preorder traversal): si a es el arbol vacio, termina el
recorrido; si no lo es, primero se visita la raiz de a y, a continuacion, se recorren en
preorden los subarboles izquierdo y derecho.

- Recorrido en inorden (ing., inorder traversal): si a es el arbol vacio, termina el recorrido;
si no lo es, primero se recorre en inorden el subarbol izquierdo de a, a continuacion, se
visita su raiz y, por ultimo, se recorre en inorden el subarbol derecho de a.

- Recorrido en postorden (ing., postorder traversal): si a es el arbol vacio, termina el
recorrido; si no lo es, primero se recorren en postorden sus subarboles izquierdo y
derecho y, a continuacion, se visita su raiz.

preorden(crea) = crea
preorden(enraiza(ay, v, a,)) =

concatena(concatena(inserta(crea, v), preorden(a;)), preorden(a,))
inorden(crea) = crea
inorden(enraiza(ay, v, a,)) = concatena(inserta(inorden(a4), v), inorden(a,))
postorden(crea) = crea
postorden(enraiza(ay, v, a,)) = inserta(concatena(postorden(a;), postorden(ay)), v)

Fig. 5.17: especificacion ecuacional de los recorridos de arboles binarios, donde concatena
es la concatenacion de dos listas que deja el punto de interés a la derecha del todo.
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A
B/ \C
D/ / \F
E
\ . y / \ I
J —
Recorrido preorden: A, B, D, G, J, C, E, F, H, |

Recorrido inorden: D, J, G, B, A, E, C, H, F, |
Recorrido postorden: J, G, D, B, E,H, |, F,C, A

Fig. 5.18: un arbol binario y sus recorridos preorden, inorden y postorden.

Notemos que el recorrido postorden se puede definir como el inverso especular del
recorrido preorden, es decir, para obtener el recorrido postorden de un arbol a se puede
recorrer a en preorden, pero visitando siempre el subarbol derecho antes que el izquierdo
(especular), considerando la lista de etiquetas resultante como el inverso de la solucién. Esta
vision serd Util posteriormente en la formulacion de los algoritmos de recorrido postorden.

Estos tres recorridos se usan en diferentes contextos de la informatica. Por ejemplo, el
recorrido preorden permite el calculo de atributos heredados de una gramatica.
Precisamente, el calificativo "heredados" significa que el hijo de una estructura arborescente
hereda (y, posiblemente, modifica) el valor del atributo en el padre. El recorrido inorden de un
arbol que cumple ciertas relaciones de orden entre los nodos los obtiene ordenados; en
concreto, si todos los nodos del subarbol de la izquierda presentan una etiqueta menor que
la raiz y todos los del subarbol de la derecha una etiqueta mayor, y los subarboles cumplen
recursivamente esta propiedad, el arbol es un arbol de busqueda que se caracteriza
precisamente por la ordenacion de los elementos en un recorrido inorden (v. la seccion 5.6).
Por ultimo, el recorrido postorden de un arbol que represente una expresion es equivalente
a su evaluacién; en las hojas residen los valores (que pueden ser literales o variables) y en los
nodos intermedios los simbolos de operacién que se pueden aplicar sobre los operandos,
cuando éstos ya han sido evaluados (i.e., visitados).

La implementacién mas inmediata de los recorridos consiste en construir funciones
recursivas a partir de la especificacion, aplicando técnicas de derivacion de programas (en
este caso, incluso, por traduccién directa). Estas funciones pueden provocar problemas en
la ejecucion aplicadas sobre arboles grandes y con un soporte hardware no demasiado
potente, por ello, es bueno disponer también de versiones iterativas, que pueden
obtenerse a partir de la aplicacion de técnicas de transformacioén de las versiones recursivas,
que se ayudan de una pila que simula los bloques de activacién del ordenador durante la
ejecucioén de estas ultimas.
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En la fig. 5.19 se muestra la transformacién de recursivo a iterativo del recorrido en preorden.
Se supone que tanto éste como otros recorridos residen en un universo parametrizado por
el tipo de las etiquetas, ARBOL_BINARIO_CON_RECORRIDOS(ELEM), que enriquece el
universo de definicion de los arboles binarios, ARBOL_BINARIO(ELEM), razén por la que no
se accede a la representacion del tipo, sino que se utilizan las operaciones que ofrece su
especificacion. Notemos que los arboles se van guardando dentro de la pila siempre que no
estén vacios, y se empila el hijo izquierdo después del derecho para que salga antes. Queda
claro que un nodo siempre se inserta en la lista resultado antes de que se inserten sus
descendientes.

funcion preorden (a es arbol) devuelve lista_etiq es
var p es pila_arbol; | es lista_etiq; aaux es arbol fvar
p ;= PlLA.crea; | = LISTA_INTERES.crea
si —vacio?(a) entonces p := empila(p, a) fsi
mientras —vacia?(p) hacer
aaux := cima(p); p := desempila(p) {aaux no puede ser vacio}
| := inserta(l, raiz(aaux))
si — vacio?(hder(aaux)) entonces p := empila(p, der(aaux)) fsi
si — vacio?(hizg(aaux)) entonces p := empila(p, izq(aaux)) fsi
fmientras
devuelvel

Fig. 5.19: implementacion del recorrido preorden con la ayuda de una pila.

En lo que respecta a la eficiencia, dado el coste constante de las operaciones sobre pilas y
listas, es obvio que el recorrido de un arbol de n nodos es ©(n), siempre que las operaciones
hizqg y hder no dupliquen arboles (parece légico no hacerlo, porque los arboles no se
modifican), puesto que a cada paso se inserta una y sélo una etiqueta en la lista y, ademas,
una misma etiqueta se inserta sélo una vez. En cuanto al espacio, el crecimiento de la pila
auxiliar depende de la forma del arbol; como sus elementos seran apuntadores (si realmente
estamos trabajando sin copiar los arboles), el espacio total tiene como coste asintético el
nuamero esperado de elementos en la pila®. El célculo de la dimensién de la pila sigue el
razonamiento siguiente:

- Inicialmente, hay un Unico arbol en la pila.

- En la ejecucion de un paso del bucle, la longitud de la pila puede:
¢ disminuir en una unidad, si el arbol que se desempila sdlo tiene un nodo;
¢ quedar igual, si el arbol que se desempila sélo tiene subarbol izquierdo o derecho;
¢ incrementarse en una unidad, si el arbol que se desempila tiene ambos subarboles.

° En realidad esta pila estaba implicita en la version recursiva y, por ello, no se puede considerar un
empeoramiento respecto a ésta.
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El caso peor, pues, es el arbol sin nodos de grado uno en el que todo nodo que es hijo
derecho es a la vez una hoja. Asi, al empilar el arbol formado por el unico hijo izquierdo que
también es hoja, dentro de la pila habra este arbol y todos los subarboles derechos
encontrados en el camino, cada uno de ellos formado por un Unico nodo (es decir, lo mas
pequefios posible); para un arbol de n nodos, la pila puede crecer hasta [ n/2]elementos. En
cambio, el caso mejor es el arbol en el que todo nodo tiene exactamente un subarbol hijo de
manera que la pila nunca guarda mas de un elemento. En el caso de un arbol completo la pila
crece hasta [log,n | al visitar las hojas del tltimo nivel.

o m ®

Fig. 5.20: caso peor en el recorrido preorden en cuanto al tamafio de la pila
(se identifican los arboles por su raiz dentro de la pila).

El recorrido en postorden sigue el mismo esquema, considerado como un recorrido
preorden inverso especular (v. fig. 5.21). Para implementar la nocién de especular se empila
antes el hijo derecho que el hijo izquierdo, y para obtener la lista en orden inverso se coloca
el punto de interés al principio siempre que se inserta un nuevo elemento, de manera que la
insercion sea por la izquierda y no por la derecha (se podria haber requerido un modelo de
listas con operacidn de insertar por el principio). De acuerdo con la especificacion, al final del
recorrido es necesario mover el punto de interés a la derecha del todo, para dejar el resultado
en el mismo estado que los otros algoritmos vistos hasta ahora. El coste del algoritmo es
totalmente equivalente al recorrido preorden.

Por ultimo, el recorrido en inorden se obtiene faciimente a partir del algoritmo de la fig. 5.19:
cuando se desempila un arbol, su raiz no se inserta directamente en la lista sino que se
vuelve a empilar, en forma de arbol con un Unico nodo, entre los dos hijos, para obtenerla en
el momento adecuado, tal como se presenta en la fig. 5.22. Consecuentemente, la pila
puede crecer todavia mas que en los dos recorridos anteriores. En el caso peor, que es el
mismo arbol que el de la fig. 5.20, puede llegar a guardar tantos elementos como nodos
tiene el arbol. Ademas, el algoritmo es mas lento, porque en ese caso no todas las
iteraciones anadiran nodos a la lista solucién (eso si, no se empeorara el coste asintético). En
el caso peor de la fig. 5.20, primero se empilan n subarboles de un nodo en | n/2]iteraciones
y, a continuacion, se visitan sus raices en n vueltas adicionales del bucle.
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funcion postorden (a es arbol) devuelve lista_etiq es
var p es pila_arbol; | es lista_etiq; aaux es arbol fvar
p ;= PlLA.crea; | := LISTA_INTERES.crea
si -vacio?(a) entonces p := empila(p, a) fsi
mientras —vacia?(p) hacer
aaux := cima(p); p := desempila(p)
| := principio(inserta(l, raiz(aaux)))
si — vacio?(hizq(aaux)) entonces p := empila(p, hizq(aaux)) fsi
si - vacio?(hder(aaux)) entonces p := empila(p, hder(aaux)) fsi
fmientras
mientras - final?(l) hacer | := avanza(l) fmientras
devuelvel

Fig. 5.21: implementacion del recorrido postorden con la ayuda de una pila.

funcién inorden (a es arbol) devuelve lista_etiq es
var p es pila_arbol; | es lista_etiq; aaux es arbol fvar
p := PILA.crea; | := LISTA_INTERES.crea
si—vacio?(a) entonces p := empila(p, a) fsi
mientras — vacia?(p) hacer
aaux := cima(p); p := desempila(p) {aaux no puede ser vacio}
si vacio?(hizg(aaux)) A vacio?(hder(aaux)) entonces
| :=inserta(l, raiz(aaux)) {hay un uUnico nodo, que se visita}
sino {se empila la raiz entre los dos hijos}
si — vacio?(hder(aaux)) entonces p := empila(p, hder(aaux)) fsi
p := empila(p, enraiza(crea, raiz(aaux), crea)))
si = vacio?(hizg(aaux)) entonces p := empila(p, hizq(aaux)) fsi

fsi
fmientras
devuelve |

Fig. 5.22: implementacién del recorrido inorden con la ayuda de una pila.

Una variante habitual presente en diversos textos consiste en incluir la visita de los vértices
dentro del recorrido, de manera que no sea necesario construir una lista primero y después
recorrerla. Evidentemente, el aumento de eficiencia de esta opcion choca frontalmente con
la modularidad del enfoque anterior, porque es necesario construir un nuevo algoritmo de
recorrido para cada tratamiento diferente que surja, a no ser que el lenguaje permitiera
funciones de orden superior de manera que el tratamiento de los nodos fuera un parametro
mas de los recorridos'™. Una opcidén diferente que apunta en el mismo sentido, pero sin

' E incluso asi hay restricciones, porque seria necesario declarar la signatura de este parametro y
esto limitaria el conjunto de acciones validas
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perder modularidad, es adoptar el modelo de los arboles binarios con punto de interés para
obtener los nodos uno a uno segun las diferentes estrategias.

5.3.2 Arboles binarios enhebrados

Los arboles enhebrados (ing., threaded tree) son una representacion ideada por A.J. Perlis y
C. Thornton en el afio 1960 (Communications ACM, 3), que permite implementar los
recorridos sin necesidad de espacio adicional (como mucho, un par de booleanos de marca
en cada nodo), y se basa en la propiedad ya conocida de que una representacion
encadenada normal de los arboles desaprovecha muchos apuntadores que no apuntan a
ningun nodo. En el caso binario, y a partir de la férmula calculada en el apartado 5.2.2, de los
2n encadenamientos existentes en un arbol de n nodos hay exactamente n+1 sin usar. Por
ello, es bueno plantearse si se pueden reciclar estos apuntadores para llevar a cabo
cualquier otra misién, y de ahi surge el concepto de hebra (ing., thread): cuando un nodo no
tiene hijo derecho, se sustituye el valor nulo del encadenamiento derecho por su sucesor en
inorden, y cuando no tiene hijo izquierdo, se sustituye el valor nulo del encadenamiento
izquierdo por su predecesor en inorden (v. fig. 5.23); de esta manera, se favorece la
implementacién de los recorridos sobre el arbol.

A
A
D/;/ '.' E/'/,‘ \

. o F
‘\“ T /’\\I

1

N G ', H™

' / v N T~
’l J ,/

—N

Fig. 5.23: el arbol binario de la fig. 5.18, enhebrado en inorden
(las hebras son las rayas discontinuas).

La eleccion del enhebrado inorden y no de otro se justifica por la facil implementacion de los
diferentes recorridos. El punto clave consiste en definir cual es el primer nodo del arbol que
se ha de visitar y como se calcula el siguiente nodo dentro del recorrido:

- Preorden: el primer nodo es la raiz del arbol (si la hay). Dado un nodo n, su sucesor en
preorden es el hijo izquierdo, si tiene; si no, el hijo derecho, si tiene. Si es una hoja, es
necesario seguir las hebras derechas (que llevan a nodos antecesores de n, ya
visitados por definicion de recorrido preorden, tales que n forma parte de su subarbol
izquierdo) hasta llegar a un nodo que, en lugar de hebra derecha, tenga hijo derecho,
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que pasa a ser el sucesor en preorden.

- Inorden: el primer nodo (si lo hay) se localiza bajando recursivamente por la rama mas
izquierda del arbol. Dado un nodo n (que cumple que los nodos de su arbol izquierdo
ya han sido visitados, por definicién de recorrido inorden), su sucesor en inorden es el
primero en inorden del hijo derecho, si tiene; si no, simplemente se sigue la hebra (que
recordamos que apunta precisamente al sucesor en inorden de n).

- Postorden: es inmediato a partir de la definicion como preorden inverso especular.

En la fig. 5.26 se presenta la implementacion de estos recorridos. Como se estd explotando
una caracteristica de la representacion de los arboles, los algoritmos se incluyen dentro del
mismo universo de definicidn del tipo porque asi pueden acceder a ella. En la figura se ha
optado por una representacion con punteros (queda como ejercicio la representacion por
vectores). El esquema de los tres recorridos es casi idéntico y s6lo cambia la implementacion
de la estrategia; notemos el uso de un puntero auxiliar que desempefa el papel de elemento
actual en el recorrido. El invariante incorpora el concepto de hebra y garantiza, por un lado,
que tanto el hijo izquierdo del primero en inorden como el hijo derecho del ultimo en inorden
valen NULO vy, por otro, que las hebras apuntan a los nodos correctos segun la estrategia
adoptada. Los predicados correcto, cadena_izq y cadena_der varian respecto a la fig. 5.11,
porque el caso trivial deja de ser el puntero NULO y pasa a ser la existencia de hebra. El
predicado nodos, en cambio, queda igual, porque la insercidn reiterada de algunos nodos
no afecta al resultado. Las pre y postcondiciones de las funciones auxiliares, asi como los
invariantes de los bucles, son inmediatas y quedan como ejercicio para el lector.

Dado un arbol enhebrado de n nodos, su recorrido siguiendo cualquier estrategia queda
©(n). En concreto, dado que cada hebra se sigue una Unica vez y, o bien sdlo las hebras de la
izquierda, o bien sdlo las de la derecha, el numero total de accesos adicionales a los nodos
del arbol durante el recorrido es | (n+1) / 2J.

El dltimo paso consiste en modificar las operaciones habituales de la signatura de los arboles
binarios para adaptarlas a la estrategia del enhebrado. En la fig. 5.24 se presenta el esquema
general de la operacién de enraizar (la obtencién de los hijos es la inversa); notemos que el
mantenimiento del enhebrado exige buscar el primero y el ultimo en inorden del arbol y, por
tanto, la representacion clasica de los arboles binarios no asegura el coste constante de las
operaciones que, en el caso peor, pueden llegar a ser incluso lineales. Si este inconveniente
se considera importante, se pueden anadir a la representacion de los arboles dos
apuntadores adicionales a estos elementos. En la fig. 5.25 se muestra la nueva
representacion del tipo y la codificacion de enraiza con esta estrategia; seria necesario
retocar los algoritmos de la fig. 5.26 para adaptarlos a la nueva situacion. Si la formacion del
arbol es previa a cualquier recorrido y se prevé recorrerlo multiples veces, se puede optar por
mantener la representacion no enhebrada durante los enraizamientos y enhebrar el arbol
antes del primer recorrido.
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enraizar
—_—

Fig. 5.24: esquema general del enraizamiento de arboles binarios enhebrados inorden.

tipo arbol es
tupla
prim, ult, raiz son ~nodo
ftupla
ftipo
tipo privado nodo es
tupla
v es etiq
Jhizq, Ihder son bool
hizg, hder son ~nodo
ftupla
ftipo
invariante (a es arbol): el mismo que la fig. 5.24 y
(a.raiz=NULO < a.prim = NULO) A (a.prim = NULO < a.ult = NULO) A
a.raiz=NULO = (a.primM.hizg = NULO) A (a.ult*.hder = NULO)

funcién enraiza (a4 es arbol; v es elem; a, es arbol) devuelve arbol es
var aes arbol fvar
a.raiz := obtener_espacio
sia.raiz=NULO entonces error {no hay espacio}
sino {primero enraizamos normalmente}
a.raiz\.v ;= v; a.raiz.hizq := ay.raiz; a.raiz*.hder:= a,.raiz
a.raiz’.3hizq := (a;.raiz # NULO); a.raiz*3hder := (a,.raiz # NULO)
{a continuacién, se enhebra el arbol en inorden}
si ay.prim = NUL entonces a.prim := a4.prim si_ no a.prim := a fsi
si a,.ult # NUL entonces a.ult := a,.ult si no a.ult := a fsi
si a;.ult # NULO entonces a;.ultM.hder := a.raiz fsi
si a,.prim # NULO entonces a,.primA.hizq = a.raiz fsi
fsi
devuelve a

Fig. 5.25: algoritmo de enraizamiento de arboles binarios enhebrados inorden.
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tipo arbol es Anodo ftipo
tipo privado nodo es
tupla
v es etiqg; hizq, hder son~nodo
3hizq, 3hder sonbool" {indican si los encadenamientos son hebras}
ftupla
ftipo
invariante (a es arbol): correcto(a) A Vp: penodos(a)-{NULO}:
p~.hizg = NULO < (pecadena_izq(a) A = p~ Jhizq) A
pr.hder = NULO < (pecadena_der(a) A = pN dhder) A
(=p™ 3hizg A prhizg # NULO) = pecadena_izq(p~.hizg~.hder) A
(=p™ 3hder A pAhder = NULO) = pe cadena_der(p~.hder”.hizq)
donde correcto: ‘nodo — bool se define como:
1) correcto(NULO) = cierto {caso trivial}
2)p#NULO A —~pA Jhizq A —~pN Jhder = correcto(p) = cierto  {hoja}
3) p#NULO A pA hizq A pA Jhder = correcto(p) =  {tiene los dos hijos}
correcto(p™.hizq) A correcto(p”.hder) A
nodos(p.hizq) N nodos(pA.hder) = D A
pg nodos(p”.hizg) U nodos(p”.hder)
4) p=NULO A =pN Jhizg A pNJhder=  {solo tiene hijo derecho}
correcto(p) = correcto(p.hder) A pgnodos(p”.hder)
5) p#NULO A pA Jhizq A =p~r Jhder =  {sdlo tiene hijo izquierdo}
correcto(p) = correcto(p™.hizq) A pgnodos(p”.hizq),
donde cadena_izq: ~nodo — P(/\nodo) se define (y cadena_der simétricamente):
- pN Jhizq = cadena_izq(p) = 9
pN. 3hizqg = cadena_izq(p) = {p} v cadena_izq(p~.hizq)
y donde nodos: Anodo — P(*nodo) se define de la manera habitual

funcidén privada siguiente_preorden (act es arbol) devuelve arbol es
si act™. 3hizq entonces act := actM.hizq {si hay hijo izquierdo, ya lo tenemos}
si no {es necesario remontar por las hebras hasta llegar a un nodo con hijo derecho}
mientras — act*. 3hder hacer act := act*.hder fmientras
act := act”.hder

fsi
devuelve act

Fig. 5.26: implementacion de los recorridos en profundidad con arboles enhebrados.

" Estos dos booleanos se pueden obviar en caso de representacion por vectores y puede codificarse
la existencia o no de hijo con el signo de los encadenamientos: un valor negativo significa que el
encadenamiento representa un hijo y es necesario tomar su valor absoluto para acceder a él.
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funcioén privada primero_inorden (act es ~nodo) devuelve *nodo es
siact # NULO entonces {es necesario bajar por la rama izquierda, recursivamente}
mientras act. 3hizq hacer act := act*.hizq fmientras
fsi
devuelve act

funcién privada siguiente_inorden (act es ~nodo) devuelve ~nodo es

si—act. 3hder entonces act := act.hder {se sigue la hebra}

si no act := primero_inorden(act®.hder) {busca primero en inorden del hijo derecho}
Si

devuelve act

—h

funcidn privada siguiente_preorden_especular (act es ~nodo) devuelve *nodo es
siact. 3hder entonces act := act.hder {si hay hijo derecho, ya lo tenemos}
si no {es necesario remontar por las hebras hasta llegar a un nodo con hijo izquierdo}
mientras — act®. 3hizq hacer act := act.hizq fmientras
act := act.hizq

fsi
devuelve act

funcién preorden (a es arbol) devuelve lista_etiq es
var | es lista_etiq; act es ~nodo fvar

| := LLISTA_INTERES.crea; act := a

mientras act # NULO hacer | := inserta(l, act*.v); act := siguiente_preorden(act) fmientras
devuelvel

funcién inorden (a es arbol) devuelve lista_etiq: como preorden, pero inicializando act
al primero inorden, act := primero_inorden(act), y avanzando con siguiente_inorden

funcién postorden (a es arbol) devuelve lista_etiq: como preorden, pero avanzando
con siguiente_preorden_especular, colocando la lista al inicio justo antes de insertar
el elemento actual y, al acabar, colocarla al final

Fig. 5.26: implementacion de los recorridos en profundidad con arboles enhebrados (cont.).

5.3.3 Recorrido por niveles de los arboles binarios

El recorrido por niveles o por anchura (ing., level order o breadth traversal ) de un arbol
binario consiste en visitar primero la raiz del arbol, después los nodos que estan en el nivel 2,
después los que estan en el nivel 3, etc., hasta visitar los nodos del ultimo nivel del arbol;
para cada nivel, los nodos se visitan de izquierda a derecha. Como resultado, el orden de
visita se corresponde con la numeracién presentada en el punto 5.2.1 b, ya que se basa en
la misma idea. Por ejemplo, en el arbol de la fig. 5.18 se obtiene el recorrido A, B, C,D, E, F,
G, H, |, J. Esta politica de visita por distancia a la raiz es util en determinados contextos donde
las ramas tienen algun significado especialmente significativo.
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La especificaciéon del recorrido por niveles no es tan sencilla como la de los recorridos en
profundidad dado que, en este caso, no importa tanto la estructura recursiva del arbol como
la distribucion de los nodos en los diferentes niveles. En la fig. 5.27 se muestra una
propuesta que usa una cola para guardar los subarboles pendientes de recorrer en el orden
adecuado. Notemos que la cola mantiene la distribucién por niveles de los nodos y obliga a la
introduccién de una operacion auxiliar niveles_con_cola. Otra opcion es formar listas de
pares etiqueta-nivel que, correctamente combinadas, ordenen los nodos segun la
estrategia. Sea como sea, el resultado peca de una sobreespecificacién causada por la
adopcion de la semantica inicial como marco de trabajo.

niveles(a) = niveles_con_cola(encola(COLA.crea, a))
niveles_con_cola(crea) = LISTA_INTERES.crea
[vacio?(cabeza(encola(c, a)))] =

niveles_con_cola(encola(c, a)) = niveles_con_cola(desencola(encola(c, a)))
[-vacio?(cabeza(encola(c, a)))] =

niveles_con_cola(encola(c, a)) =

concatena(inserta(crea, raiz(cabeza(encola(c, a)))),
niveles_con_cola(encola(encola(desencola(encola(c, a),
hizg(cabeza(encola(c, a))),
hder(cabeza(encola(c, a)))))

Fig. 5.27: especificacion del recorrido por niveles con la ayuda de una cola.

En la fig. 5.28 se presenta la implementacion del algoritmo siguiendo la misma estrategia que
la especificacion, procurando simplemente no encolar arboles vacios. Observemos la
similitud con el algoritmo iterativo del recorrido postorden de la fig. 5.21, cambiando la pila por
una cola. Asi mismo, su coste asintético es también ©(n) para un arbol de n nodos.

funcién niveles (a es arbol) devuelve lista_etiq es
var c es cola_arbol; | es lista_etiq; aaux es arbol fvar
¢ := COLA crea; | := LISTA_INTERES.crea
si —vacio?(a) entonces c := encola(p, a) fsi
mientras - vacia?(c) hacer
aaux := cabeza(c); ¢ := desencola(c) {aaux no puede ser vacio}
| :=inserta(l, raiz(aaux))
si — vacio?(hizg(aaux)) entonces ¢ := encola(c, hizq(aaux)) fsi
si — vacio?(hder(aaux)) entonces c := encola(c, hder(aaux)) fsi
fmientras
devuelve

Fig. 5.28: implementacién del recorrido por niveles con la ayuda de una cola.
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En lo que respecta a la dimensién de la cola, es necesario notar que, al visitar el nodo n e N,
residente en el nivel k del arbol a, en la cola sélo habra los subarboles tales que su raiz x esté
en el nivel k de a (porque x estara mas a la derecha que n dentro de a), o bien en el nivel k+1
de a (porque x sera hijo de un nodo ya visitado en el nivel k). Por este motivo, el caso peor
es el arbol en que, después de visitar el ultimo nodo del penultimo nivel, en la cola hay todos
los subarboles posibles cuya raiz esté en el ultimo nivel. Es decir, el arbol peor es el arbol
completo, donde hay n = 2k-1 nodos dentro del arbol y, asi, en el ultimo nivel hay
exactamente 2k-1 nodos.

5.4 Relaciones de equivalencia

En el resto del capitulo se estudia la aplicacion de los arboles en la implementacion eficiente
de diversos tipos de datos. Para empezar, en esta seccion se quieren implementar los
conjuntos compuestos de conjuntos de elementos, con la particularidad de que ningun
elemento puede aparecer en mas de un conjunto componente. A esta clase de conjuntos
los denominamos relaciones de equivalencia dado que, normalmente, los conjuntos
componentes representan clases formadas a partir de una relacion reflexiva, simétrica y
transitiva. No obstante, en la literatura del tema los podemos encontrar bajo otras
denominaciones: estructuras de particién, MFsets, union-find sets y otras que, aun cuando
reflejan las operaciones que ofrecen, no denotan tan fielmente su significado.

Hay diversos modelos posibles para el TAD de las relaciones de equivalencia que se pueden
adaptar los unos mejor que los otros a determinados contextos. En esta seccién definimos
un modelo que asocia un identificador a cada clase de equivalencia para poder referirse a
ellas desde otras estructuras externas; para simplificar, consideramos que los identificadores
son naturales. Dado V el conjunto base de los elementos de la relacién, podemos definir las
relaciones de equivalencia R v como funciones de los elementos a los naturales, f: V — N ,
siendo f(v) el identificador de la clase a la que pertenece el elemento v,veV.

ParaReR v, VeV eiyine N , definimos las siguientes operaciones sobre el TAD:

- Crear la relacién vacia: crea, devuelve la relacion tal que cada elemento forma una clase
por si mismo; es decir, devuelve la relacién | que cumple: Yv,weV:vzw= lv)= l(w).

- Determinar la clase en la que se halla un elemento: clase(R, v), devuelve el natural que
identifica la clase de equivalencia dentro de R que contiene v; es decir, devuelve R(v).

- Establecer la congruencia entre dos clases: fusiona(R, i, i), devuelve la relacion
resultado de fusionar todos los elementos de las dos clases identificadas pori; e i, en
una misma clase, o deja la relacion inalterada si i; 0 i, no identifican ninguna clase dentro
de la relacién, o bien si iy = ip; es decir, devuelve la relacién R' que cumple:
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04 Vv:veV: (R(v) =iy v RV) = ip)= R(V)= iy } v
{ Vv:veV:(R(v)=i; v R(v)=ip) = R(V)=ip }
O Vv:veV: (R(v) #iy A R(v) # ix) = R'(v) = R(v).

- Averiguar el numero de clases de la relacion: cuantos?(R), devuelve el nimero de
naturales que son imagen de algun elemento, Il{i /iecodom(R)}ll.

Notemos que el modelo no determina cudles son los identificadores iniciales de las clases,
porque no afecta al funcionamiento del tipo, sélo obliga a que sean diferentes entre ellos. Se
puede decir lo mismo por lo que se refiere al identificador de la clase resultante de hacer una
fusion y, por ello, no se obliga a que sea uno u otro, sino que simplemente se establece que
todos los elementos de una de las dos clases fusionadas vayan a parar a la otra.

En la fig. 5.29 se muestra el contexto de uso habitual de este TAD de las relaciones. Primero,
se forma la relacién con tantas clases como elementos, a continuacion, se organiza un bucle
que selecciona dos elementos segun un criterio dependiente del algoritmo concreto v, si
estan en clases diferentes, las fusiona, y el proceso se repite hasta que la relacion consta de
una unica clase. En el apartado 6.5.2 se muestra un algoritmo sobre grafos, el algoritmo de
Kruskal para el calculo de arboles de expansion minimales, que se basa en este esquema.
Notemos que el nimero maximo de fusiones que se pueden efectuar sobre una relacion es
n-1, siendo n =1IVIl, pues cada fusion junta dos clases en una, por lo que n-1 fusiones
conducen a una relacién con una unica clase. En cambio, el numero de ejecuciones de
clase y cuantos no puede determinarse con exactitud, ya que el criterio de seleccion puede
generar pares de elementos congruentes un numero elevado de veces. Eso si, como
minimo el algoritmo ejecutara clase 2(n-1) veces y cuantos, n veces. Ademas, si la seleccién
asegura que no puede generarse el mismo par de elementos mas de una vez, la cota
superior del nimero de ejecuciones de estas operaciones es n(n-1) para clase y n(n-1)/2 + 1
para cuantos, porque el nimero diferente de pares (no ordenados) es Xk: 1<k <n:k.

R :=crea

mientras cuantos?(R) > 1 hacer
seleccionar dos elementos v4 y v, segun cierto criterio
iy ;= clase(R, v4); is := clase(R, vs)
siiy #i, entonces R := fusiona(R, iy, ip) fsi

fmientras

Fig. 5.29: algoritmo que usa las relaciones de equivalencia.

A veces este modelo de las relaciones de equivalencia no se adapta totalmente a los
requerimientos de una aplicacién concreta; las variantes mas habituales son:

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Arboles 255

- Considerar la relacion como una funcién parcial, de manera que haya elementos del
conjunto de base que no estén en ninguna clase, en cuyo caso, se acostumbra a
sustituir la operacién crea por otras dos: la primera, para crear la relacién "vacia" (es
decir, sin ninguna clase), y una segunda para ahadir a la relacién una nueva clase que
contenga un unico elemento que se explicita como parametro. A veces, el identificador
de la clase vendra asignado por el contexto (es decir, sera un parametro mas).

- Identificar las clases no por naturales, sino por los elementos que la forman. Segun este
esquema, la operacion clase se sustituye por otra que, dados dos elementos,
comprueba si son congruentes o no, mientras que la operacién fusiona tiene como
parametros dos elementos que representan las clases que es necesario fusionar.

En la fig. 5.31 se muestra la especificacion del tipo releq de las relaciones de equivalencia.
Para dotar al TAD de un significado dentro de la semantica inicial (es decir, para construir el
algebra cociente de términos asociada al tipo con la cual se establece un isomorfismo) es
necesario resolver las dos indeterminaciones citadas al describir el modelo. Por lo que
respecta al identificador de la fusion, se elige arbitrariamente el ultimo parametro de la funcién
como identificador de la clase resultado. En lo que se refiere a los identificadores iniciales, se
toma la opcién de numerar las clases de uno al numero de elementos. Para poder escribir la
especificacion con estas convenciones, se requieren diversas operaciones y propiedades
sobre los elementos: han de ser un tipo con un orden total definido que permita identificar
cuadl es el primer elemento, prim, cual es el ultimo, ult, y cdmo se obtiene el sucesor a un
elemento dado, suc; asi, se podran generar todos los elementos en la creacion uno tras
otro. También se dispondrd de las operaciones de igualdad. Ademas, para uso futuro,
requerimos una constante n que dé el numero de elementos dentro del género y una
operacion de comparacion < que representa el orden total. En la fig. 5.30 se muestra el
universo de caracterizacion que responde a esta descripcion.

universo ELEM_ORDENADO caracteriza
usa NAT, BOOL
tipo elem
ops prim, ult: — elem
suc: elem — elem
_=_,_#_,_<_.elemelem — bool

error suc(ult)
ecnsn > 0 = cierto
...reflexividad, simetria y transitividad de _=_
(Vw)==(v=w)
...antireflexividad, antisimetria y transitividad de _<_
funiverso

Fig. 5.30: caracterizacion de los elementos de las relaciones de equivalencia.
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Por lo que respecta a la estrategia de la especificacion, se introducen dos operaciones
privadas, vacia (que representa la relacion sin ninguna clase) e inserta (que afiade un
elemento a una clase dada, que puede no existir), que forman un conjunto de constructoras
generadoras impuras que facilitan considerablemente la especificacion. También surgen
otras operaciones auxiliares: vacia?, que comprueba si el identificador dado denota una clase
existente, y pon_todos, que se encarga de construir una a una las clases iniciales anadiendo
los elementos desde el primero hasta el ultimo. Los errores que aparecen se escriben por la
aplicacion estricta del método general de especificacion presentado en la seccién 1.3, pero
es imposible que se produzcan, dado el uso que se hace de las operaciones.

universo RELACION_DE_EQUIVALENCIA(ELEM_ORDENADO) es

usa NAT, BOOL

tiporeleq

ops privada vacia: — releq
privada inserta: releq elem nat — releq
crea: — releq
clase: releq elem — nat
fusiona: releq nat nat — releq
cuantos?: releq — nat
privada vacia?: releq nat — bool
privada pon_todos: elem nat — releq

errores Vrereleq; Viy,ioe nat; Vve elem
inserta(inserta(r, v, i1), v, i»); clase(vacia); [i > n vNAT.ig(i, cero)] = inserta(R, v, i)

ecns Vrereleq; Vi,iy,ioe nat; Yv,vq,voeelem
inserta(inserta(r, v4, i1), Vo, i) = inserta(inserta(r, vs, in), V4, i1)
crea = pon_todos(prim, 1)

clase(inserta(r, v, i), v) =i
[vq #Vo] = clase(inserta(r, v4, i), Vo) = clase(r, Vo)

fusiona(vacia, i, i) = vacia
[NAT.ig(i, i1)] = fusiona(inserta(r, v, i), i1, io) = inserta(fusionaf(r, i, i), v, is)
[-NAT.ig(i, i1)] = fusiona(inserta(r, v, i), iy, is) = inserta(fusiona(r, i, in), v, i)

cuantos?(vacia) =0
[vacia?(r, i)] = cuantos?(inserta(r, v, i)) = cuantos?(r) + 1
[- vacia?(r, i)] = cuantos?(inserta(r, v, i)) = cuantos?(r)

vacia?(vacia, i) = cierto; vacia?(inserta(c, v, iy), io) = vacia?(c, i) A NAT.ig(i1, io)
pon_todos(ult, n) = inserta(vacia, ult, n)
[v # ult] = pon_todos(y, i) = inserta(pon_todos(suc(v), i+1), v, i)

funiverso

Fig. 5.31: especificacion del TAD de las relaciones de equivalencia.
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En el resto del apartado nos ocupamos de la implementacion del TAD, partiendo de dos
representaciones lineales diferentes y llegando a una arborescente que asegura un coste
asintético medio constante en todas las operaciones. Supondremos que el conjunto de
base es un tipo escalar que permite indexar directamente un vector'?; en caso contrario, seria
necesario organizar una tabla de dispersion para mantener los costes que aqui se daran o,
en el caso que la dispersion no sea aconsejable (v. seccién 5.6), cualquier otra estructura
que incrementara el coste de las operaciones.

5.4.1 Implementaciones lineales

Dado que el algoritmo de la fig. 5.29 ejecuta mas veces clase que fusiona, nos planteamos
su optimizacién. Una representacion intuitiva consiste en organizar un vector indexado por
los elementos, tal que en cada posicion se almacene el identificador de la clase en la que
resida el elemento. Asi, el coste temporal de clase queda constante (acceso directo a una
posicion del vector), mientras que fusiona es lineal, porque su ejecucion exige modificar el
identificador de todos aquellos elementos que cambien de clase mediante un recorrido del
vector; el coste de n-1 ejecuciones de fusiona es, pues, ©(n2). Por otro lado, el coste de
crea es lineal (suficientemente bueno, puesto que con toda probabilidad sélo se ejecutara
una vez) y el de cuantos? sera constante si afnadimos un contador.

En la fig. 5.32 se muestra una variante de este esquema que puede llegar a mejorar el coste
asintético de fusiona sin perjudicar clase. Por un lado, se encadenan todos los elementos
que estan en la misma clase; asi, al fusionar dos clases no es necesario recorrer todo el
vector para buscar los elementos que cambian de clase. Por otro lado, se introduce un
nuevo vector indexado por identificadores que da acceso al primer elemento de la cadena de
cada clase.

elementos

identificadores

Fig. 5.32: implementacion lineal del TAD de las relaciones de equivalencia.

2 Esta suposicién es l6gica, dados los requerimientos sobre los elementos establecidos en la
especificacion.
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Esta claro que la unica operacién que varia de coste es fusiona; concretamente, la ejecucion
de fusiona(R, iy, i) exige modificar solo las posiciones del vector de elementos que estén
dentro de la cadena correspondiente a la clase iy: cada posicién ha de tomar el valor iy v,
ademas, el ultimo elemento de la cadena se encadena al primero de la cadena
correspondiente a la clase i;. Es necesario preguntarse, pues, cuantas posiciones pueden
formar parte de la cadena asociada a i,.

Como siempre, buscamos el caso peor. Supongamos que la k-ésima fusion del algoritmo de
la fig. 5.29 implica a dos clases i; e i, de larelacion R, tales que en la clase identificada por iy
s6lo hay un elemento, ll{veV /R(v)=i}ll = 1, y en la clase identificada por i, hay k elementos,
k =l{v eV /R(v) = ix}ll; entonces, el numero de posiciones del vector de elementos que es
necesario modificar es k. Si esta situacion se repite en las n-1 fusiones del algoritmo, n =1V ],
el nimero total de modificaciones del vector de elementos es Xk:1<k<n-1:k=n(n-1)/2,
es decir, ©(n2). Dicho de otra manera, el coste asintético de fusiona después de las n-1
ejecuciones posibles no varia en el caso peor.

La solucién es sencilla. Como ya se ha dicho, el identificador de la clase resultante de la
fusion no es significativo y, por ello, se puede redefinir de manera que fusiona(R, iy, io) mueva
los elementos de la clase mas pequefia a la mas grande (siempre referido a las clases
identificadas por iy y ip). Es decir, siendo ky =l{veV /R(v) =iJlly ko =l{v eV / R(v) = i3}l
fusiona(R, iy, is) devuelve la relacion R' que cumple'®:
-Sik, >kq, entonces Vv:veV:{ R(V)= ii=R (V)=ib} A {RV)zij=R (V)=R(Vv)}
-Sik, <kq, entonces Vv:veV:{ RVv)= ib=R (v)=ij} A {RV)# =R (v)=R(V)?}

Segun esta estrategia, no hay ningiin elemento que cambie de clase mas de [log,n | veces
después de las n-1 fusiones posibles, puesto que la clase resultante de una fusion tiene una
dimensiéon como minimo el doble que la mas pequeia de las clases que en ella intervienen.
Como el coste total de fusiona depende exclusivamente del nimero de cambios de clase
de los elementos (el resto de tareas de la funcidon son comparativamente desdenables), el
coste total de las n-1 fusiones es O(nlogn). Notemos, no obstante, que no se puede
asegurar que el coste individual de una fusion sea ©(logn), pero en el caso general (y en el
algoritmo de la fig. 5.29 en particular) esta caracteristica no es negativa, porque no sera
habitual tener fusiones aisladas.

Por lo que respecta a la eficiencia espacial de este esquema, para implementar la nueva
estrategia de fusiones es necesario ahadir contadores de elementos al vector de los
identificadores de las clases. El espacio resultante es, pues, mas voluminoso que la primera
estructura presentada, aunque el coste asintético no varia.

En la fig. 5.33 se muestra la implementacion del tipo. Se dispone de dos vectores idents y

'® También se debe adaptar la especificaciéon ecuacional del tipo (queda como ejercicio para el lector).
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elems que implementan la estrategia descrita y del tipico contador de clases. Se adopta la
convencion de que, si un identificador no denota ninguna clase valida (porque la clase ha
desaparecido en alguna fusién), su contador de elementos vale cero. Esta propiedad es
fundamental al establecer el invariante (concretamente, para fijar el valor del contador de
clases y para identificar el comienzo de las cadenes validas dentro del vector de elementos).
El final de la cadena correspondiente a una clase de equivalencia se identifica por un
elemento que se apunta a si mismo (de esta manera no es necesario definir un elemento
especial que sirva de marca, ni emplear un campo booleano adicional). En el invariante, las
cadenas se definen de la manera habitual usando esta convenciodn, y no es necesario exigir
explicitamente que la interseccién sea vacia, ya que se puede deducir de la féormula dada. La
implementacion de las operaciones es inmediata: se introduce una funcién auxiliar cambia
para cambiar todos los elementos de una clase a otra tal como se ha dicho en el modelo.

5.4.2 Implementacién arborescente

Las implementaciones lineales que acabamos de ver son suficientemente buenas si no se
formulan requerimientos de eficiencia sobre el tipo, o bien si el numero de elementos dentro
de la relacién es pequefo. Igualmente, hay usos del tipo diferentes del esquema general
presentado en la fig. 5.29 en los cuales la ineficiencia de fusiona no es tan importante. Por
ejemplo, puede que el objetivo final no sea tener una Unica clase, sino simplemente
procesar una coleccién de equivalencias para agrupar los elementos bajo determinado
criterio y, en este caso, seguramente el coste inicial de construir la relaciéon con la aplicacion
sucesiva de fusiona sera irrelevante comparado con el coste posterior de las consultas con
clase. Es aconsejable, no obstante, buscar una representacién que optimice al maximo el
coste del algoritmo de la fig. 5.29, y éste es el objetivo del resto de la seccién.

La idea basica para mejorar la fusion consiste en evitar cualquier recorrido de listas, por lo que
no todos los elementos guardaran directamente el identificador de la clase a la cual
pertenecen y no sera preciso tratarlos todos en cada fusién en que intervengan. Para ser
mas exactos, para cada clase habra un unico elemento, que denominamos representante de
la clase, que guardara el identificador correspondiente; los otros elementos que sean
congruentes accederan al representante siguiendo una cadena de apuntadores.

El funcionamiento de la representacion es el siguiente:

- Al crear la relacion, se forman las n clases diferentes; cada elemento es el
representante de su clase y guarda el identificador.

- Al fusionar, se encadena el representante de la clase menor con el representante de la
clase mayor, el cual conserva su condicion de representante de la nueva clase. Sera
necesario, pues, asegurar el acceso rapido a los representantes de las clases mediante
un vector indexado por identificador de clase.
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universo RELACION_DE_EQUIVALENCIA_LINEAL(ELEM_ORDENADO) es
implementa RELACION_DE_EQUIVALENCIA(ELEM_ORDENADO)
usa ENTERO, BOOL

tiporeleq es
tupla
elems es vector [elem] de tupla id es nat; enc es elem ftupla
idents es vector[de 1 an] de tupla cnt es nat; prim es elem ftupla
nclases es nat
ftupla
ftipo
invariante (R es releq):
R.nclases = Il { i/ R.idents[il.cntz 0} Il A
Viiie{i/R.idents[il.cnt=0 }:
R.idents][i].cnt = |l cadena(R, R.idents[i].prim) I| A
Vv: ve cadena(R, R.idents][i].prim): R.elems[v].id =i A
{ Ui ie{ k/ R.idents[k].cnt # 0}: cadena(R, R.idents[i].prim) } = elem
donde cadena: releq nat — P(elem) se define:
R.elems|v].enc = v = cadena(R, v) = {v}
R.elems|v].enc # v = cadena(R, v) = {v} U cadena(R, R.elems|v].enc)

funcién crea devuelve releq es
var Resreleq; v es elem; i es nat fvar
i=1
para todo v dentro de elem hacer
{se forma la clase i unicamente con v}
R.elems|v].id := i; R.elems[v].enc := v
R.idents[i].prim := v; R.idents[i].cnt ;= 1
i=i+1
fpara todo
R.nclases :=n
devuelve R

funcion clase (R es releq; v es elem) devuelve nat es
devuelve R.elems]v].id

funcién cuantos? (R es releq) devuelve nat es
devuelve R.nclases

Fig. 5.33: implementacion lineal de las relaciones de equivalencia.
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funcion fusiona (R esreleq; iy, io son nat) devuelve releq es
si (iy= 0)v (iy>n) v (ix= 0)v (i >n) v (R.idents[i;].cnt = 0) v (R.idents[i,].cnt = 0)
entonces error
sino si (i # ip) entonces
{se comprueba qué clase tiene mas elementos}
si R.idents][i;].cnt > R.idents]iy].cnt entonces R := cambia(R, i, i)
sino R := cambia(R, i, in)
fsi
R.nclases := R.nclases - 1 {en cualquier caso desaparece una clase}
fsi
fsi
devuelve R

{Funcion auxiliar cambia: dados dos identificadores de clase, fuente y destino,
implementa el trasvase de elementos de la primera a la segunda. Como
precondicion, los identificadores denotan dos clases validas y diferentes
P= (fuente # destino) A (fuente > 0) A (fuente < n) A (destino > 0) A

(destino < n) A (R.idents[fuente].cnt < R.idents[destino].cnt) A (R=Rg)
Q = Vi: iecadena(Ry, Ro.idents[fuente].prim): R.elems]i].id = destino A
Vk: ke[1, n]-{fuente}: Vi: ie cadena(Ry, Ry.idents[k].prim): R.elems[i].id = k A
R.idents[fuente].cnt = 0}
funcion privada cambia (R es releq; fuente, destino son nat) devuelve releq es
varv es elem fvar
{primero cambiamos los identificadores de los elementos de la clase fuente}
v := R.idents[fuente].prim
repetir
{| = Vi: iecadena(Ry, Ro.idents[fuente].prim)-cadena(Ry, Rq.idents[v].prim):
R.elemsi].id = destino}
R.elems|v].id := destino; v := R.elems[v].enc
hasta que R.elems|v].enc = v {condicion de parada: siguiente de v = v}
R.elems|v].id := destino
{luego se encadenan las secuencias correspondientes a las dos clases}
R.elems|v].enc := R.idents[destino].prim
R.idents[destino].prim := R.idents[fuente].prim
{por ultimo se actualizan los contadores de elementos}
R.idents[destino].cnt := R.idents[destino].cnt + R.idents[fuente].cnt
R.idents[fuente].cnt := 0 {marca de clase vacia}
devuelve R

funiverso

Fig. 5.33: implementacion lineal de las relaciones de equivalencia (cont.).
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- Para consultar el identificador de la clase en la que reside un elemento dado, es
necesario buscar su representante siguiendo los encadenamientos.

La repeticion del proceso de fusion puede hacer que diversos elementos apunten a un
mismo representante, dando lugar a una estructura arborescente. Concretamente, cada
clase forma un arbol, donde la raiz es el representante y el resto de elementos apuntan cada
uno su padre. Un elemento v es padre de otro elemento w, porque en algun momento se
han fusionado dos clases A y B, tales que v era el representante de A, w el representante
de B ylaclase A tenia mas elementos que la clase B.

En la fig. 5.34 se muestra un ejemplo. Se define V ={a, b, ..., h} tal que inicialmente la clase
[a] se identifica con el uno, la clase [b] con el dos, etc., y a continuacién se realizan diversas
fusiones hasta obtener una unica clase. En caso de clases igual de grandes, se elige
arbitrariamente el identificador de la segunda clase para denotar el resultado. Para mayor
claridad, se dibujan directamente los arboles sin mostrar la distribucién de los elementos
dentro del vector correspondiente. En el vector de identificadores, una cruz denota clase
vacia.

En la fig. 5.35 se muestra finalmente la implementacién del universo correspondiente. En el
vector de elementos, los nodos que no representan ninguna clase se caracterizan por el
valor cero en su campo identificador. Igualmente, los naturales que no identifican ninguna
clase tienen el contador de elementos a cero en la posicion correspondiente del vector de
identificadores; opcionalmente, podriamos haber usado tuplas variantes. La codificacion de
las operaciones es muy parecida: la fusion sigue el mismo esquema pero ahora la funcién
auxiliar da forma arborescente a las clases tal como se ha explicado. Por lo que respecta a
clase, hay una busqueda desde el nodo consultado hasta la raiz del arbol. El invariante es
muy similar al caso anterior, usando una funcidn que devuelve el representante de la clase
correspondiente a un elemento dado.

La eficiencia espacial es idéntica al enfoque lineal. En cuestion de tiempo, fusiona queda
efectivamente constante, mientras que clase pasa a ser funcién de la profundidad del nodo
buscado. Notemos que, cada vez que se hace una fusion, los elementos que cambian de
clase aumentan su profundidad en uno; dado que un elemento cambia [log,n | veces de
clase como maximo, la altura de los arboles esta acotada por este valor y, en consecuencia, la
operacion queda ©(logn).
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Fig. 5.34: ejemplo de funcionamiento de la representacion arborescente del tipo releq.
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universo RELACION_DE_EQUIVALENCIA_ARBORESCENTE(ELEM_ORDENADO) es
implementa RELACION_DE_EQUIVALENCIA(ELEM_ORDENADO)
usa ENTERO, BOOL

tiporeleq es
tupla
elems es vector[elem] de tupla id es nat; padre es elem ftupla
idents es vector[de 1 an] detupla cnt es nat; raiz es elem ftupla
nclases es nat
ftupla
ftipo
invariante (R es releq):
R.nclases = Il { i/ R.idents[i].cnt = 0} Il A
Virie{i/R.idents[il.cnt=0 }:
R.identsJi].cnt = Il { v / representante(R, v) = R.identsJi.raiz } Il A
R.elems[R.idents[i].raiz].id =i A
donde representante: releq elem — elem se define:
R.elems|v].id = 0 = representante(R, v) = representante(R, R.elems[v].padre)
R.elems|v].id # 0 = representante(R, v) = v

funcién crea devuelve releq es
var Resreleq; v es elem; i es nat fvar
i=1
para todo v dentro de elem hacer
{se forma la clase i unicamente con v}
R.elems|v].id :=i
R.idents][i].raiz := v; R.idents][i].cnt := 1
i=i+1
fpara todo
R.nclases :=n
devuelve R

funcion clase (R es releq; v es elem) devuelve nat es
mientras R.elems[v].id = 0 hacer v := R.elems[v].padre fmientras {se busca la raiz}
devuelve R.elems|v].id

funcién cuantos? (R es releq) devuelve nat es
devuelve R.nclases

Fig. 5.35: implementacion arborescente de las relaciones de equivalencia.
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funcion fusiona (R esreleq; iy, io son nat) devuelve releq es
si (iy= 0)v (iy>n) v (ix= 0)v (i >n) v (R.idents[i;].cnt = 0) v (R.idents[i,].cnt = 0)
entonces error
sino si (i # ip) entonces
{se comprueba qué clase tiene mas elementos}
si R.idents][i;].cnt > R.idents]iy].cnt llavors R := cambia(R, i, i1)
si no R :=cambia(R, iy, in)
fsi
R.nclases := R.nclases - 1 {en cualquier caso desaparece una clase}
fsi
fsi
devuelve R

{Funcion auxiliar cambia: dados dos identificadores de clase, fuente y destino,
cuelga el arbol asociado a fuente como hijo del arbol asociado a destino
P = (fuente = destino) A (fuente > 0) A (fuente < n) A (destino > 0) A
(destino < n) A (R.idents[fuente].cnt < R.idents[destino].cnt) A (R=Rg)
Q = Vv: representante(Ry, v) = fuente: representante(R, v) = R.idents[destino].raiz
A Vv: representante(R, v) # fuente: representante(R, v) = representante(Ry, v)
A R.idents[fuente].cnt = 0}
funcion privada cambia (R es releq; fuente, destino son nat) devuelve releq es
varv es elem fvar

{primero se cuelga el arbol fuente del arbol destino}
R.elems[R.idents[fuente].raiz].padre := R.idents[destino].raiz
R.elems[R.idents[fuente].raiz].id := 0 {marca que no es raiz}

{a continuacién se actualizan los contadores de elementos}
R.idents[destino].cnt := R.idents[destino].cnt + R.idents[fuente].cnt
R.idents[fuente].cnt := 0 {marca de clase vacia}

devuelve R

funiverso

Fig. 5.35: implementacidn arborescente de las relaciones de equivalencia (cont.).

5.4.3 Compresion de caminos

Con la estrategia arborescente tal como se ha explicado, el algoritmo sobre relaciones de la
fig. 5.29 no es mas eficiente que con el uso de la implementacion lineal (incluso empeora),
porque no sirve de nada mejorar las fusiones sin que las consultas de identificadores sean
igualmente rapidas. Por este motivo, introducimos finalmente una técnica llamada
compresion de caminos (ing., path compression) que reduce el coste asintético de una
secuencia de operaciones fusiona y clase a lo largo del tiempo, aunque alguna ejecucion
individual pueda salir perjudicada.
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En la implementacion de la fig. 5.35, al ejecutar clase(R, v) se recorre el camino C que hay
entre v y la raiz de su arbol, donde se encuentra el identificador de la clase. Si
posteriormente se repite el proceso para un nodo w antecesor de v dentro del arbol
correspondiente, se examinan otra vez todos los nodos entre w y la raiz que ya se habian
visitado antes, y que pueden ser muchos. Para evitarlo, se puede aprovechar la primera
busqueda para llevar todos los nodos del camino C al segundo nivel del arbol (es decir, se
cuelgan directamente de la raiz); posteriores busquedas del representante de cualquier
descendente de los nodos de C (incluidos los propios) seran mas rapidas que antes de la
reorganizacioén; concretamente, si el nodo v situado en el nivel k, es descendiente de un
nodo ueC situado en el nivel k,, la busqueda de v pasa de seguir k, encadenamientos a
seguir sélo k, -k, + 2.

Esta idea presenta un problema: la raiz del arbol correspondiente a la clase no es accesible
hasta que no finaliza la busqueda del representante, de manera que los nodos de C no se
puede subir durante la busqueda misma. Por esto, se recorre C dos veces: en la primera vez,
se localiza la raiz (se averigua asi el resultado de la consulta) y, durante la segunda, realmente
se cuelgan los nodos de C de la raiz. El algoritmo resultante se presenta en la fig. 5.36.

funcidén clase (R es releq; v es elem) devuelve nat es
var temp, raiz son elem fvar
{primero se busca la raiz del &rbol}
raiz:=v
mientras R.elems[raiz].id = 0 hacer raiz := R.elems[raiz].padre fmientras
{luego se cuelgan de la raiz todos los nodos del camino entre v y la raiz}
mientras R.elems[v].id = 0 hacer
temp :=v; v := R.elems[v].padre; R.elems[temp].padre := raiz
fmientras
devuelve R.elems]raiz].id

Fig. 5.36: codificacion de clase con compresién de caminos.

Es dificil analizar el coste resultante del algoritmo. Si bien fusiona es ©(1), es evidente que
puede haber ejecuciones individuales de clase costosas (eso si, nunca mas ineficientes
que ©(logn)), pero es necesario destacar que, precisamente, cuanto peor es una ejecucion
individual, mejor organizado queda el arbol y su uso futuro se optimiza, porque acerca el
maximo numero posible de nodos a la raiz (v. fig. 5.37). Se puede demostrar que el coste de
una secuencia de n-1 ejecuciones de fusiona y k de clase, k > n, es O(ka/(k, n)), siendo o
una funcién no decreciente casi inversa de la llamada funcién de Ackerman, que cumple que
1 <ok, n) <4 paratodo k y n razonables (v. [CLR90, pp. 450-458] y [BrB87, pp. 63-67]); a
efectos practicos, el coste global de la secuencia de k operaciones es, pues, equivalente a
O(k) (aunque aplicando estrictamente la definicion de © no es asi, no obstante el crecimiento
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lento de a). Este estudio global del coste se denomina coste amortizado (ing., amortized
complexity) y, en nuestro caso, nos permite asegurar que la secuencia de k+n-1 operaciones
se comporta como si cada una de ellas fuera ©(1); este resultado es mas preciso que el
analisis habitual del caso peor, que comporta multiplicar el coste individual de las operaciones
en el caso peor por la cota superior de su numero de ejecuciones, lo cual resultaria en
O(klogn) en nuestro contexto.

a\b/C ) Q\h j ) g\h j .
\d\\:f/ \f‘/d t a
\i \\:|'A//

Fig. 5.37: ala derecha, compresion de caminos tras buscar a en el arbol de la izquierda.

5.5 Colas prioritarias

Las colas organizadas por prioridades o, abreviadamente, colas prioritarias (ing., priority
queue) son un tipo especial de conjunto donde las operaciones de supresion y consulta
afectan siempre al elemento mas prioritario (al cual denominaremos elemento menor).

Dado un dominio de elementos V y una operacion de comparacion segun la prioridad, < (a
partir de la cual se definen automaticamente las operaciones =, >, <y > que, por ello, pueden
ser usadas libremente como abreviatura en el resto de la seccién), el modelo de las colas
prioritarias de elementos de V son los conjuntos de elementos de V, P(V), con las
operaciones siguientes, paraseP(V)yveV:

- Crear la cola vacia: crea, devuelve el conjunto O.
- Ahadir un elemento a la cola: inserta(c, v), devuelve el conjunto ¢ U {v}.

- Obtener el elemento menor de la cola: menor(c), devuelve el elemento vec, que
cumple: Vw: wec:v <w; da error si c es vacia.

- Borrar el elemento menor de la cola: borra(c), devuelve el conjunto ¢ -{v}, siendo v el
elemento menor(c) de la cola; da error si ¢ es vacia.

- Consultar si la cola esta vacia: vacia?(c), devuelve cierto si ¢ es @, o falso en caso
contrario.

En la fig. 5.38 se muestra la especificacion del tipo colapr de las colas prioritarias; los
parametros formales se definen en el universo de caracterizacion ELEM_<, similar a
ELEM_< (v. fig. 1.36). Recordemos que la comparacion se refiere siempre a la igualdad de
prioridades. El comportamiento de las operaciones es evidente. Ahora bien, es necesario
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sefalar que la especificacidon presenta un problema de consistencia, pues en caso de haber
varios elementos con la prioridad mas pequefa en la cola, su consulta y supresién depende
del orden de aplicacion de las ecuaciones. Para solucionar dicho problema puede anadirse la
condicién vy # v, a la ecuacion purificadora, con lo cual el elemento afectado por las
operaciones sera el primero que entré en la cola con dicha prioridad. Este es un nuevo
ejemplo que muestra la necesidad de sobreespecificar los TAD para obtener modelos
iniciales correctos.

universo COLA_PRIORITARIA (ELEM_<) es
usa BOOL

tipo colapr

ops crea: — colapr
inserta: colapr elem — colapr
menor: colapr — elem
borra: colapr — colapr
vacia?: colapr — bool

errores menor(crea); borra(crea)
ecns Vcecuapr; Vv,vq,Voe elem

inserta(inserta(c, v4), Vo) = inserta(inserta(c, v»), v4)

menor(inserta(crea, v)) = v

[menor(inserta(c, v¢)) <v,] =

menor(inserta(inserta(c, v4), v,)) = menor(inserta(c, v4))

[= (menor(inserta(c, v4)) < V,)] = menor(inserta(inserta(c, v4), Vo)) = Vs

borra(inserta(crea, v)) = crea
[menor(inserta(c, v¢)) <v,] =
borra(inserta(inserta(c, v4), vo)) = inserta(borra(inserta(c, v4)), vo)
[- (menor(inserta(c, v4)) < V,)] = borra(inserta(inserta(c, v4), vo)) = inserta(c, v4)

vacia?(crea) = cierto; vacia?(inserta(c, v)) = falso
funiverso

Fig. 5.38: especificacion del TAD de las colas prioritarias.

La implementacién de las colas prioritarias usando estructuras lineales es costosa en alguna
operacion. Si mantenemos la lista desordenada, la insercién queda constante, pero la
supresion y la consulta exigen una busqueda lineal; si escogemos ordenar la lista, entonces
es la insercién la operacién que requiere una busqueda lineal a cambio del coste constante
de la consulta, mientras que la supresion depende de la representacion concreta de la lista
(si es secuencial, es necesario mover elementos y entonces queda lineal). Una opcién
intermedia consiste en mantener la lista desordenada durante las inserciones y ordenarla a
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continuacioén, siempre que todas las inserciones se hagan al principio y las consultas y
supresiones a continuacién, como pasa con cierta frecuencia. En este caso, el coste total de
mantener una cola de n elementos (es decir, primero insertar los n elementos y después
consultarlos y obtenerlos de uno en uno) queda ©(nlogn) con un buen algoritmo de
ordenacion en comparacion con el coste ©(n2) de las dos anteriores.

5.5.1 Implementacién por arboles parcialmente ordenados y casi completos

A continuacién, introducimos una representacién que garantiza el coste logaritmico de las
operaciones modificadoras de las colas prioritarias manteniendo el coste constante de la
consultora. Esta representacion usa una variante de arbol conocida con el nombre de arbol
parcialmente ordenado (ing., partially ordered tree), que cumple que todo nodo es menor
que sus hijos, si tiene. Ademas, nos interesara que el arbol sea casi completo (o sea, que no
presente discontinuidades en un recorrido por niveles) para asegurar una buena eficiencia
espacial y temporal. Es obvio que en esta clase de arbol el elemento menor reside en la raiz
y, por lo tanto, la ejecucion de menor es constante si disponemos de acceso directo a la raiz
desde la representacion del tipo. Es necesario ver, pues, como quedan las operaciones de
insercion y de supresion. Para hacer este estudio trataremos arboles parcialmente
ordenados binarios; v. ejercicio 5.13 para el estudio de la generalizacion a cualquier aridad'*.

4 4 4
6 5 6 5 8 5

7\ / / 7 \ 7\ /

8 11 9 8 9 11 6 11 9

Fig. 5.39: tres arboles binarios con los mismos elementos: parcialmente ordenado y
completo (izquierda), sélo parcialmente ordenado (medio) y sélo completo (derecha).

a) Insercidon en un arbol parcialmente ordenado y casi completo

Para que el arbol resultante de una insercion sea completo, insertamos el nuevo elemento v
en la primera posicién libre en un recorrido por niveles del arbol. Ahora bien, en el caso
general, esta insercion no da como resultado el cumplimiento de la propiedad de los arboles
parcialmente ordenados, porque v puede tener una prioridad mas pequefa que su padre.
Debido a ello, es necesario comenzar un proceso de reestructuracién del arbol, que consiste
en ir intercambiando v con su padre hasta que la relacién de orden se cumpla, o bien hasta
que v llegue a la raiz; cualquiera de las dos condiciones de parada implica que el arbol vuelve
a cumplir la propiedad de ordenacién parcial.

'* Los arboles parcialmente ordenados n-arios, n > 2, pueden ser interesantes en algunos contextos,
porque, cuanto mayor es la n, menos comparaciones entre elementos es necesario hacer en las
inserciones.
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4 4 3
6 5 6 3 6 4
7/ \ 7/ \ 7/ \ 7/ \ VRN 7/ \
8 1 9 3 8 11 9 5 8 1 9 5

1 1

Fig. 5.40: insercién del 3 paso a paso en el arbol de la fig. 5.39, izquierda.

Notemos que, en el caso peor, el nimero de intercambios de elementos es igual al nimero
de niveles del arbol y, como el arbol es casi completo, el nimero de niveles es del orden del
logaritmo en base 2 del nimero n de elementos del arbol, exactamente [log,(n+1)]
(recordemos que en el nivel i caben hasta 2i-1 nodos); si la representacion de este tipo de
arbol permite realizar cada intercambio en tiempo constante, el coste de la operacion sera
efectivamente O(logn).

b) Supresion en un arbol parcialmente ordenado y casi completo

Dado que el elemento menor reside en la raiz, su supresidn consiste en eliminar ésta; ahora
bien, el resultado no presenta una estructura arborescente y, por ello, es necesario
reestructurar el arbol. Para formar un nuevo arbol casi completo simplemente se mueve el
ultimo elemento v del arbol en un recorrido por niveles hasta la raiz. Sin embargo,
normalmente esta nueva raiz no es mas pequefa que sus hijos, lo cual obliga también aqui a
reestructurar el arbol con una estrategia muy similar: se va intercambiando v con uno de sus
hijos hasta que cumple la relacion de orden, o vuelve a ser una hoja. Sélo es necesario notar
que, en caso de que los dos hijos sean mas pequefnos que v, en el intercambio intervendra
el menor de ellos; de lo contrario, el nuevo padre no cumpliria la buena relacién de orden con
el hijo no movido. De la misma manera que en la insercion, y por el mismo razonamiento, el
coste asintético de la operacion es ©(logn).

9 6 5
6/\5 9/\ R

5 6 9
7\ 7\ 7\
8 8 8

11 11 11

Fig. 5.41: supresiéon del menor en el arbol de la fig. 5.39, izquierda: se sube el 9 a la raiz
(izquierda); se intercambia, erroneamente, el 9 con el 6, violando la relacién de orden
(medio). En realidad, pues, se intercambia con el menor de los hijos (derecha).

Como queda claro a partir de la explicacidn de los algoritmos de las operaciones sobre colas
prioritarias, dado un arbol parcialmente ordenado es necesario acceder rapidamente a la raiz
y al ultimo elemento en un recorrido por niveles; a la raiz, porque en ella reside el elemento
menor y al ultimo, porque es el elemento afectado al insertar o borrar. Ademas, también
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queda claro que, a causa de los procesos de reestructuracion del arbol, a partir de un nodo
es necesario acceder a sus hijos y a su padre. Finalmente, recordemos que el arbol
parcialmente ordenado siempre sera casi completo. Precisamente, los dos ultimos hechos
apuntan a una representacion secuencial del arbol mediante un monticulo. Recordemos que
los monticulos (v. el apartado 5.2.1) organizan los nodos del arbol dentro de un vector, lo que
permite el acceso a los hijos y al padre de un nodo determinado sin necesidad de mantener
encadenamientos, sino aplicando una férmula. En el caso de los arboles binarios, dado un
nodo que resida en la posicién i del monticulo, el padre residird en la posicién Li/2], el hijo
izquierdo en la 2i y el hijo derecho en la 2i + 1. Ademas, el aprovechamiento 6ptimo del
espacio en un monticulo se da cuando el arbol que se quiere representar es casi completo,
como es el caso que nos ocupa, porque asi no hay posiciones intermedias vacias dentro del
vector. No obstante, en alguna situacién concreta puede considerarse el uso de
representaciones encadenadas. En el resto del apartado se estudia la representacion por
monticulo; la representacién encadenada se propone en el ejercicio 5.14.

El universo se presenta en la fig. 5.42. Notemos que en la cabecera aparece el universo de
caracterizacion VAL_NAT (v. fig. 1.32), que define una constante natural que representa el
numero maximo de elementos que caben en la cola, motivo por el que la especificacion de
las colas no es exactamente la que aparece en la fig. 5.38, sino que también seria necesario
controlar el tamafo (de manera similar a todos los TAD ya estudiados). En la representacion
s6lo se necesita el vector para guardar los elementos y un apuntador al primer sitio libre; la
raiz estara siempre en la primera posicién del vector y asi no es necesario ningin apuntador
explicito. El invariante de la representacion garantiza que la relacion de orden entre los
nodos se cumple. Por lo que respecta a la codificacidon de las operaciones del tipo, la
creacion y la obtencion del menor son inmediatas, y la insercion y la supresiéon del menor
siguen la casuistica que se acaba de dar, tal como establecen los invariantes esbozados de
manera informal. Notemos que, efectivamente, el coste de estas dos Ultimas operaciones
queda logaritmico, dado que los intercambios son de orden constante, y que, ademas, en
realidad no se intercambian los elementos a cada paso, sino que el elemento en proceso de
ubicacion no se mueve hasta conocer la posicion destino, lo que ahorra la mitad de los
movimientos (aunque no se mejora el coste asintético).
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universo COLA_PRIORITARIA_POR_MONTICULO(ELEM_<, VAL_NAT) es
implementa COLA_PRIORITARIA(ELEM_<, VAL_NAT)
usa BOOL
tipo colapr es
tupla
A esvector[de 1 aval] de elem
sl es nat
ftupla
ftipo
invariante (C es colapr): 1 <C.sl <val+1 A es_cola(C.A, 1, C.sl-1),
siendo el predicado es_cola(A, i, j) definido como:

[2r > s] = es_cola(A, 1, s) = cierto

[2r=s] = es_cola(A, r, s) = A[r] = A[2r]

[2r < s] = es_cola(A, 1, s) = (A[r] = A[2r]) A (A[r] = A[l2r+1]) A
es_cola(A, 2r,s) A es_cola(A, 2r+1, s)

funcién crea devuelve colapr es
var C es colapr fvar

Csl:=1
devuelve C

funciéninserta (C es colapr; v es elem) devuelve colapr es
var k es nat; fin? es bool fvar
si C.sl = val+1 entonces error {cola llena}
sino {se busca la posicidn destino de v y se mueven los elementos afectados}
C.sl := C.sl+1 {sitio para el nuevo elemento}
k := C.sl-1; fin? := falso
mientras - fin? A (k> 1) hacer
{l =es_cola(C.A, 2k, C.sl-1)}
siv < C.A[k/2] entonces C.A[K] := C.A[k/2]; k := k/2 si no fin? := cierto fsi
fmientras
C.A[k] :=v {insercién del nuevo elemento en su sitio}
fsi
devuelve C

funcién menor (C es colapr) devuelve elem es
var res es elem fvar

si C.sl =1 entonces error si nores := C.A[1] fsi
devuelve res

funcién vacia? (C es colapr) devuelve bool es
devuelve C.sl =1

Fig. 5.42: implementacién de las colas prioritarias usando un monticulo.
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funcioén borra (C es colapr) devuelve colapr es
var k, hmp son nat; éxito? es bool fvar
si C.sl =1 entonces error {cola vacia}
si no {se busca la posicion destino del ultimo y se mueven los elementos afectados}
k :=1; éxito? := falso
mientras (k*2 < C.sl-1) A - éxito? hacer
{= despreciando el subarbol de raiz k, el arbol es parcialmente ordenado}
hmp :=menor_hijo(A, k)
si C.A[hmp] < C.A[C.sl-1] entonces C.A[K] := C.A[hmp]; k := hmp
si no éxito? := cierto
fsi
fmientras
C.Alk] := C.A[C.sl-1]; C.sl :=C.sl-1  {insercion del elemento en su sitio}
fsi
devuelve C

{Funcidn auxiliar menor_hijo: dado un nodo, devuelve la posicion de su hijo
menor; si soélo tiene uno, devuelve la posicién de este Unico hijo. Como
precondicion, el nodo tiene como minimo hijo izquierdo}

funcién privada menor_hijo (C es colapr; k es nat) devuelve nat es

varies nat fvar
sik*2+1 = C.sl-1 entonces i:=k*2  {sdlo tiene hijo izquierdo}
si no si C.A[k*2] < C.A[k*2+1] entoncesi:=k*2 sinoi:= k*2+1 fsi
fsi

devuelvei

funiverso

Fig. 5.42: implementacioén de las colas prioritarias usando un monticulo (cont.).

5.5.2 Aplicacion: un algoritmo de ordenacion

Los algoritmos de ordenacion son una de las familias mas clasicas de esquemas de
programacioén y han dado lugar a resoluciones realmente brillantes e ingeniosas. Una de ellas
es el algoritmo de ordenacion por monticulo (ing., heapsort), presentado en 1964 por
J.W.J. Williams en "Heapsort (Algorithm 232)", Communications ACM, 7(6), que se basa en el
tipo de las colas prioritarias. En él, se recorre la lista a ordenar y sus elementos se insertan en
una cola prioritaria; una vez se han insertados todos, se obtienen uno a uno hasta que la cola
queda vacia y cada elemento obtenido, que sera el menor de los que queden en la cola en
aquel momento, se inserta en la lista resultado y se borra de la cola (v. fig. 5.43; en el
invariante, la funcion elems devuelve el conjunto de elementos de una lista o cola, y
maximo el elemento mayor de la lista).
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funcién heapsort (I es lista) devuelve lista es
var C es colapr; v es elem; Ires es lista fvar
{primer paso: se construye la cola con los elementos de I }
C := COLA_PRIORITARIA.crea
para todo v dentro delhacer C := COLA_PRIORITARIA.inserta(C, v) fpara todo
{segundo paso: se construye la lista ordenada con los elementos de C}
Ires := LISTA_INTERES.crea
mientras - COLA_PRIORITARIA.vacia?(C) hacer
{| = elems(Ires) L elems(C) = elems(l) A menor(C) > maximo(lres) A ordenada(lres)}
Ires := LISTA_INTERES.inserta(Ires, COLA_PRIORITARIA.menor(C))
C := COLA_PRIORITARIA.borra(C)
fmientras
devuelve Ires

Fig. 5.43: algoritmo de ordenacion por monticulo.

Al analizar el coste del algoritmo para una lista de n elementos, observamos que cada uno de
los bucles se ejecuta n veces, porque en cada vuelta se trata un elemento. El paso i-ésimo
del primer bucle y el paso (n-i+1)-ésimo del segundo tienen un coste O(logi), de manera que
el coste total es igual a Xi: 1 < i < n: O(logi) = A(n logn), que es la cota inferior de los
algoritmos de ordenacion, asintéticamente hablando; en este caso, el coste asi determinado
coincide con el calculo hecho con las reglas habituales, determinado como el producto del
numero n de iteraciones multiplicado por el coste individual de la operacion en el caso peor,
O(logn). No obstante, la cola exige un espacio adicional lineal, lo cual es inconveniente. Para
mejorar este resultado, R.W. Floyd formuld en el mismo afio 1964 una variante del método
("Treesort (Algorithm 243)", Communications ACM, 7(12)), aplicable en el caso de que la lista
esté representada por un vector directamente manipulable desde el algoritmo (seria el tipico
caso de ordenar un vector y no una lista). El truco consiste en dividir el vector en dos trozos,
uno dedicado a simular la cola y el otro a contener parte de la solucién. Dentro de la cola, los
elementos se ordenaran segun la relacién > (inversa de la ordenacion resultado), de manera
que en la raiz siempre esté el elemento mayor. Es necesario notar que, en la primera fase del
algoritmo, en realidad se dispone de varias colas que se van fusionando para obtener la cola
(unica) final. El algoritmo no exige ninguna estructura voluminosa auxiliar, pero, en cambio,
no es en absoluto modular, pues sélo es aplicable sobre representaciones secuenciales.

<— <—
elementos colas ordena- cola ordenada elementos
desordenados das por > por > ordenados

Fig. 5.44: heapsort: construccion de la cola (izq.) y ordenacién de los elementos (der.); la
flecha indica el sentido del desplazamiento de la frontera entre las partes del vector.
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Para escribir una versién sencilla y facilmente legible del algoritmo de ordenacion,
introducimos una accién auxiliar hunde (denominada heapify en algunos textos en lengua
inglesa), por la que hunde(A, pos, max) reubica el elemento v residente en la posicidn pos
del vector A, intercambiando reiteradamente con el mayor de sus hijos, hasta que v sea
mayor que sus hijos, o bien hasta que v sea una hoja; para saber que un elemento es hoja
basta con conocer la posicion del Ultimo elemento por niveles, que sera el parametro max.
Como precondicién, se supone que pos no es hoja y que sus dos hijos (o sélo uno, si no
tiene hijo derecho) son subdrboles parcialmente ordenados. La accion correspondiente se
presenta en la fig. 5.45; notemos su similitud con la funcién borra de las colas con prioridad,
que es una particularizacién. En las pre y postcondiciones se usa un predicado, elems, que
da como resultado el conjunto de elementos entre dos posiciones dadas del vector, y que se
usa para establecer que los elementos del vector son los mismos y, en particular, que los que
habia en el trozo afectado por la ordenacién también se mantienen. Por lo que respecta a
es_cola, se considera el criterio de ordenacion inverso que la fig. 5.42.

{P=1<pos<|max2]<naA=Aqnr es_cola(A, 2pos, max) A es_cola(A, 2pos+1, max) }
accién privada hunde (ent/sal A es vector [de 1 an] de elem; ent pos, max son nat) es
var hmp es nat; temp es elem; éxito? es bool fvar
{se busca la posicidon que ocupara el nuevo elemento y, mientras, se mueven
los elementos afectados}
temp := pos
mientras (pos*2 < max) A —éxito? hacer
{| = despreciando los nodos que cuelgan de pos, el arbol es parcialmente ordenado}
hmp := mayor_hijo(A, pos) {inverso de menor_hijo, v. fig. 5.42}
si Alhmp] > temp entonces A[pos] := A[hmp]; pos := hmp si no éxito? := cierto fsi
fmientras
C.A[pos] :=temp {insercidn del elemento que se esta reubicando en su sitio}
faccién
{Q = elems(A, pos, max) = elems(A,, pos, max) A elems(A, 1, max) = elems(A,, 1, max)
A es_cola(A, pos, max) }, donde se define elems(A, r,s) = {Afi]/r<i<s}

Fig. 5.45: algoritmo de ubicacién de un elemento en un monticulo.

Finalmente, en la fig. 5.47 se codifica el algoritmo de ordenacién y en la fig. 5.46 se muestra
un ejemplo de funcionamiento. Como en la version anterior, distinguimos dos partes:

- Formacion de la cola: se van ubicando los nodos en un recorrido inverso por niveles del
arbol, de manera que dentro del vector residan diversos arboles parcialmente
ordenados, y a cada paso se fusionan dos arboles y un elemento en un unico arbol.
Notemos que este recorrido no trata las hojas, porque ya son arboles parcialmente
ordenados.
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- Construccion de la solucidn: a cada paso se selecciona el elemento mayor de la cola
(que reside en la primera posicion) y se coloca en la posicion i que divide el vector en
dos partes, de manera que todos los elementos de su izquierda sean mas pequefios y
todos los de su derecha mas grandes; estos Ultimos, ademas, habran sido ordenados
en pasos anteriores. A continuacion, el elemento que ocupaba previamente la posicion
i se sitla como nueva raiz y se reorganiza el arbol resultante.

Fig. 5.46: ejemplo de ordenacion de un vector con el método del monticulo; en las dos filas
superiores se muestra la formacion de la cola y en las dos inferiores la extraccién ordenada
de elementos; la barra vertical mas gruesa indica la particion l6gica del vector.

La versioén resultante, efectivamente, no precisa de espacio auxiliar y su coste temporal
asintético se mantiene ©(nlogn). Ahora bien, si examinamos detenidamente la primera parte
del algoritmo, veremos que su coste no es en realidad ©(nlogn), sino simplemente ©(n). Ello
se debe al hecho de que, al dar una vuelta al bucle que hay dentro de hunde, pos vale como
minimo el doble que en el paso anterior. Por lo tanto, para pos entre n/2 y n/4+1 el bucle
(que tiene un cuerpo de coste constante) se ejecuta como mucho una vez, entre n/4 y
n/8+1 como mucho dos, etc. La suma de estos factores queda, para un arbol de k niveles,
siendo k =[log,(n+1)1, igual a Zi: 1 < i< k-1: 2i-1(k-i), donde cada factor del sumatorio es un
nivel, el valor absoluto de la potencia de 2 es el nimero de nodos del nivel, y k-i es el niumero
maximo de movimientos de un nodo dentro del nivel. Esta cantidad esta acotada por 2n y asi
el coste asintético resultante queda ©(n). Si bien en el algoritmo de ordenacion el coste
asintético no queda afectado, puede ser util que las colas prioritarias ofrezcan una funcion
organiza que implemente esta conversion rapida de un vector en una cola, porque puede
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reducir el coste de otros algoritmos (esta funcién tendria que trabajar sobre la representacion
del tipo y por ello formaria parte del modelo de las colas). Un ejemplo es la modificacion de
heapsort para que, en lugar de ordenar todo el vector, sélo obtenga los k elementos mas
grandes, k < n, en cuyo caso, el coste del algoritmo modificado seria O(n+k logn), que podria
llegar a quedar ©(n) si k < n/logn. También el algoritmo de Kruskal sobre grafos (v. seccion
6.5) se beneficia de esta reduccién de coste.

Pz=n21AA=Ay}
accién heapsort (ent/sal A es vector [de 1 an] de elem) es
varies nat; temp es elem fvar
{primero, se forma la cola}
para todo i desde n/2 bajando hasta 1 hacer
{| = Vk:i+1 <k <n:es_cola(A, k, n) A elems(A, 1, max) = elems(Ag, 1, max)}
hunde(A, i, n)
fpara todo
{a continuacioén, se extraen ordenadamente los elementos}
para todo idesde n bajando hasta 2 hacer
{I = es_cola(A, 1, i) A ordenado(A, i+1, n) A
A elems(A, 1, max) = elems(Ag, 1, max) A (i<n = A[1] < Afi+1])}
temp := A[1]; A[1] := A[i]; Ali] :=temp  {intercambio de los elementos}
hunde(A, 1,i-1)  {reorganizacion del arbol}
fpara todo
faccion
{Q = elems(A, 1, n) = elems(A,, 1, n) Aordenado(A, 1, n)}

Fig. 5.47: algoritmo de ordenacion por monticulo de un vector.

5.6 Tablas ordenadas

ElI TAD de las tablas ordenadas ha sido introducido en la seccién 4.5 como una estructura
que combina el acceso individual a los elementos de una tabla y su obtencion ordenada.
También se han citado diversas posibilidades de implementacién, entre la que destaca el uso
de tablas de dispersion. Ahora bien, la organizacion por dispersion presenta algunas
caracteristicas negativas que es necesario comentar:

- El acceso a los elementos de la tabla puede dejar de ser constante si la funcién de
dispersion no los distribuye bien en las diferentes cubetas. Para controlar este mal
funcionamiento es necesario anadir cédigo de control a la implementacién de la tabla v,
si se detecta, se ha de redefinir la funcién y volver a insertar los elementos.

- Es necesario realizar un estudio cuidadoso para decidir cuél es la organizacion de
dispersion adecuada para el contexto concreto de uso, tal como se muestra en el
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apartado 4.4.6.

- Se ha de determinar el nimero aproximado de elementos que se espera guardar en la
tabla, aun cuando no se tenga la mas remota idea. Si, con el tiempo, la tabla queda
pequefia, es necesario agrandarla, redefinir la funcion de dispersion y reinsertar los
elementos (a no ser que se usen métodos incrementales que no se han tratado en
este texto); si se revela excesiva, se desperdiciara espacio de la tabla.

- En el contexto de las tablas ordenadas hay alguna operacion forzosamente lineal: o
bien la insercion, si se mantiene siempre una estructura encadenada ordenada de los
elementos, o bien la preparacién del recorrido, si se mantiene la estructura sin ningun
orden y se ordena previamente al recorrido (en concreto, el coste del Ultimo caso es
casi lineal).

A continuacién se introduce una técnica de representacion de las tablas mediante arboles
que permite recorridos ordenados eficientes sin que ninguna operacion quede lineal. Cada
elemento tendra asociados como minimo dos encadenamientos y un campo adicional de
control, de manera que ocupara mas en esta nueva estructura, pero como no sera necesario
dimensionar a priori ningun vector, es posible que el espacio total resultante no sea
demasiado diferente (v. ejercicio 5.25). Estos arboles se denominan arboles binarios de
busqueda.

5.6.1 Arboles binarios de busqueda

Sea V un dominio de elementos y sea < la operacién de comparacién que define un orden
total (para simplificar las explicaciones, usaremos también el resto de operadores
relacionales). Un arbol binario de busqueda (ing., binary search tree) es un arbol binario
etiquetado con los elementos de V tal que, o bien es el arbol vacio, o bien su raiz es mayor
que todos los elementos de su subarbol izquierdo (si tiene) y menor que todos los
elementos de su subarbol derecho (si tiene) y, ademas, sus subarboles izquierdo y derecho
son también arboles de busqueda (si existen). De manera mas formal, definimos ACV como
los arboles binarios de busqueda sobre V, Ac, = A2,

-Qe Acv.
-Va,a: a,a'c ACy: dom(a) = @ A dom(a') = O
Yv; VeV: max{n/<s,n>e N;}<V A v<min{n/<s,n>e N, }:
enraiza(d, v, @), enraiza(d, v, '), enraiza(a, v, @), enraiza(a, v, a)e ACy.

En la fig. 5.48 se muestran tres arboles binarios con etiquetas naturales; el de la izquierda y el
del medio son de busqueda, pero no el de la derecha, ya que su subarbol izquierdo
contiene un elemento, el 9, mayor que la raiz. Los dos arboles de busqueda contienen los
mismos naturales. En general, se pueden formar muchos &rboles de busqueda con los
mismos elementos (v. ejercicio 5.17).
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7 10 7
5 10 9 12 5 10
7 \ 7\ / 7/ \ AN
2 6 9 12 6 2 9 12
7 \ /
5 7 6
/
2

Fig. 5.48: dos arboles de busqueda con los mismos elementos y uno que no lo es (der.).

La propiedad que caracteriza los arboles de busqueda es que, independientemente de su
forma, su recorrido en inorden proporciona los elementos ordenados precisamente por la
relacion exigida entre la raiz del arbol y las raices de sus subarboles. Esta propiedad se
podria comprobar en los dos arboles de busqueda de la fig. 5.48, y se podria demostrar
facilmente por induccién sobre la forma de los arboles a partir de su definicion recursiva
(queda como ejercicio para el lector). La adecuacion de los arboles de busqueda como
implementacién de las tablas ordenadas se basa en este hecho, que permite obtener los n
elementos de la tabla en ©(n), ya sea con arboles enhebrados o no. A continuacion, es
necesario estudiar el coste de las operaciones de acceso individual a la tabla para acabar de
determinar la eficiencia temporal de la estructura.

Las operaciones de acceso individual se basan en la busqueda de un elemento en el arbol y
se rigen por un esquema bastante evidente. Sea acAcy un arbol de busqueda y sea veV
el elemento a buscar:
- Sia es el arbol vacio @, se puede afirmar que v no esta dentro del arbol.
- En caso contrario, se comparara v con la raiz de a y habra tres resultados posibles:
¢ v =raiz(a): el elemento ha sido encontrado en el arbol.
0 v <raiz(a): se repite el proceso dentro del subarbol izquierdo de a.
0 v > raiz(a): se repite el proceso dentro del subarbol derecho de a.

a) Insercion en un arbol binario de busqueda

Para que el arbol resultante de una insercion en un arbol de busqueda sea también de
busqueda, se aplica la casuistica descrita para localizar el elemento. Si se encuentra, no es
necesario hacer nada, si no, se inserta el nuevo elemento justo en el lugar donde ha
acabado la busqueda (es decir, en el lugar donde habria estado en caso de existir). En la fig.
5.49 se muestra la insercion de dos elementos dentro de un arbol de busqueda; en los dos
casos y como siempre sucede, el nuevo elemento se inserta como una hoja, dado que
precisamente la busqueda acaba sin éxito cuando se accede a un subarbol izquierdo o
derecho que esta vacio.
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7 7 7
5 10 5 10 5 10
7 \ 7 \ 7 \ 7\ 7 N\ 7\
2 6 9 12 2 6 9 12 2 6 9 12
N N\
4 4
/
3

Fig. 5.49: insercion del 4 (medio) y del 3 (derecha) en el arbol de busqueda de la izquierda.

Si el elemento a insertar no esta en el arbol, el algoritmo de insercidon recorre un camino
desde la raiz hasta una hoja; obviamente, el camino mas largo tiene como longitud el nimero
de niveles del arbol. Si tenemos suerte y el arbol es casi completo, el numero de niveles es
logaritmico. No obstante, en el caso peor el numero de niveles de un arbol binario de
busqueda de n elementos es n, ya que no hay ninguna propiedad que restrinja la forma del
arbol y, por ello, el coste resultante puede llegar a ser lineal; este caso peor se da en la
insercién ordenada de los elementos que resulta en un arbol completamente degenerado,
donde cada nodo tiene un hijo y sélo uno. Se puede demostrar que el numero esperado de
niveles de un arbol binario de busqueda después de insertar n nodos es asintéticamente
logaritmico, aproximadamente 2(Inn +y+1), siendo y = 0.577... la constante de Euler y
suponiendo que el orden de insercion de los n nodos es equiprobable [Wir86, pp. 214-217].

b) Supresion en un arbol binario de busqueda
Para localizar un elemento v dentro del arbol se aplica el algoritmo de busqueda habitual. Si
el elemento no se encuentra, la supresion acaba; de lo contrario, el comportamiento exacto
depende del numero de hijos que tiene el nodo n = <s, v> que contiene el elemento:

- Sin es una hoja, simplemente desaparece.

- Sin tiene un Unico subarbol, ya sea izquierdo o derecho, se sube a la posicion que
ocupa n.

- Si n tiene dos hijos, ninguno de los dos comportamientos descritos asegura la
obtencion de un arbol binario de busqueda, sino que es necesario mover otro nodo
del arbol a la posicién s. ;Cual? Para conservar la propiedad de los arboles de
busqueda, se mueve el mayor de los elementos mas pequeios que v (que esta dentro
del subarbol izquierdo del arbol que tiene n como raiz), o bien el menor de los
elementos mas grandes que v (que esta dentro del subarbol derecho del arbol que
tiene n como raiz). En cualquier caso, el nodo n' que contiene el elemento que
responde a esta descripcion es, o bien una hoja, o bien un nodo con un unico hijo, de
manera que a continuacion se le aplica el tratamiento correspondiente en estos casos.

En la fig. 5.50 se muestran las supresiones de los elementos 6, 2 y 7 en el arbol de la fig.
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5.49, derecha. Cada una de las supresiones se corresponde con los tres casos citados; en
particular, la supresién del 7 lleva al menor de los mayores al nodo que lo contiene. Por lo que
respecta a la eficiencia temporal, pueden repetirse los razonamientos hechos en la insercion.

7 7

5 10 5 10 5 10
/ 7 \ /7 7 \ / N\
2 9 12 4 9 12 4 12

/ /

\4 3 3

/
3

Fig. 5.50: supresion del 6 (izq.), 2 (medio) y 7 (der.) en el arbol de la fig. 5.49, derecha.

En la fig. 5.51 se muestra una implementacién por arboles de busqueda de las tablas
ordenadas que sigue la estrategia dada. Para simplificar la discusién, se ha escogido la
especificacién de las tablas ordenadas con una Unica operaciéon que devuelve la lista
ordenada de los elementos (v. fig. 4.29); queda como ejercicio para el lector una version
usando arboles con punto de interés. Observemos que no es necesario manipular
directamente la representacion de los arboles binarios, sino que simplemente se instancia un
universo adecuado que ofrezca operaciones de recorrido y, a continuacion, se restringen los
valores posibles estableciendo un invariante, que caracteriza la propiedad de los arboles de
busqueda con el uso de dos funciones auxiliares para obtener el maximo y el minimo de un
arbol de busqueda; notemos que las propiedades sobre la forma del arbol binario (v. fig. 5.8,
por ejemplo) son implicadas por las propiedades exigidas a los arboles de busqueda. La
instancia es privada, porque las operaciones propias de los arboles binarios no han de ser
accesibles al usuario del tipo. Las instancias de los universos para definir pares y listas ya se
hicieron en la especificacion y no es necesario repetirlas. Por lo que respecta a las
operaciones, se implementan recursivamente, dado que es la manera natural de traducir el
comportamiento que se acaba de describir; no obstante, el algoritmo de supresion presenta
un par de ineficiencias al borrar un nodo que tiene dos hijos, que no se eliminan del algoritmo
para mayor claridad en la exposicién: por un lado, para obtener el menor de los mayores se
hace un recorrido en inorden del subarbol derecho, cuando se podria simplemente bajar por
la rama correspondiente; por otro, para borrar este elemento se vuelve a localizar
recursivamente con borrar; la solucién de estas ineficiencias (que no afectan al coste
asintotico) queda como ejercicio para el lector. Notemos que las repetidas invocaciones a
enraizar provocan cambios en la posicion fisica de las etiquetas (aunque la forma del arbol no
varie), lo cual puede ser un inconveniente; la modificacion de la codificacion para evitar este
movimiento exige manipular las direcciones fisicas de los nodos como minimo en la
supresién de nodos con dos hijos, por o que debe escribirse la representacion del tipo
explicitamente en el universo.
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universo ARBOL_BINARIO_DE_BUSQUEDA (A esELEM_<_=, B esELEM_ESP) es
implementa TABLA_ORDENADA (A esELEM_<_=, B esELEM_ESP)

renombra A.elem por clave, B.elem por valor, B.esp porindef

usa BOOL

instancia privada ARBOL_BINARIO_CON_RECORRIDOS (C es ELEM)
donde C.elem es elem_tabla

renombra arbol por arbol_busqueda

tipo tabla es arbol_busqueda ftipo
invariante (T es tabla): correcto(T)
donde el predicado correcto: arbol_busqueda — bool se define:
correcto(crea) = cierto
correcto(enraiza(ay, v, a,)) = correcto(a;) A correcto(as) A
{ = vacio?(a;) = v.clave > maximo(a{) } A
{ = vacio?(a,) = v.clave < minimo(a,) }
y la funcién maximo: arbol_busqueda — elem (y simétricamente minimo) es:
vacio?(hder(a)) = maximo(a) = raiz(a).clave
=vacio?(hder(a)) = maximo(a) = maximo(hder(a))

funcién crea devuelve tabla es
devuelve ARBOL_BINARIO_CON_RECORRIDOS.crea

funcidn asigna (a es tabla; k es clave; v es valor) devuelve tabla es
si vacio?(a) entonces {se crea un arbol de un unico nodo}
a := enraiza(crea, <k, v>, crea)

sino
opcion
caso raiz(a).clave = k hacer {se sustituye la informacioén asociada}
a := enraiza(hizq(a), <k, v>, hder(a))
caso raiz(a).clave < k hacer {debe insertarse en el subarbol derecho}
a := enraiza(hizq(a), raiz(a), asigna(hder(a), k, v))
caso k < raiz(a).clave hacer {debe insertarse en el subarbol izquierdo}
a := enraiza(asigna(hizq(a), k, v), raiz(a), hder(a))
fopcion
fsi
devuelve a

Fig. 5.51: implementacion de las tablas ordenadas usando un arbol binario de busqueda.
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funcidén borra (a es tabla; k es clave) devuelve tabla es
var temp es elem_tabla fvar
si—vacio?(a) entonces {si el arbol es vacio, no es necesario hacer nada}

opcion
caso raiz(a).clave = k hacer {hay cuatro casos posibles}
opcién

caso vacio?(hizq(a)) A vacio?(hder(a)) hacer {el nodo es una hoja}
a:=crea

caso —wvacio?(hizq(a)) A vacio?(hder(a)) hacer {se sube el hijo izquierdo}
a := hizq(a)

caso vacio?(hizq(a)) A -vacio?(hder(a)) hacer {se sube el hijo derecho}
a = hder(a)

caso ~wacio?(hizq(a)) A -vacio?(hder(a)) hacer {el nodo tiene dos hijos}
{se busca el menor de los mayores, temp}
temp := actual(principio(inorden(hder(a)))
{se sube a la raiz y se borra del subarbol donde reside}
a := enraiza(hizq(a), temp, borra(hder(a), temp.clave))
fopcioén
caso raiz(a).clave < k hacer {es necesario suprimir en el subarbol derecho}
a := enraiza(hizq(a), raiz(a), borra(hder(a), k))
caso k < raiz(a).clave hacer {es necesario suprimir en el subarbol izquierdo}
a := enraiza(borra(hizq(a), k), raiz(a), hder(a))
fopcidén
fsi
devuelve a

funcién consulta (a es tabla; k es clave) devuelve valor es
var v es valor fvar
sivacio?(a) entonces v := indef {la clave no esta definida}
sino
opcién
caso raiz(a).clave = k hacer v := raiz(a).valor
caso raiz(a).clave < k hacer v := consulta(hder(a), k)
caso raiz(a).clave > k hacer v := consulta(hizq(a), k)
fopcién
fsi
devuelvev

funcién todos_ordenados (T es tabla) devuelve lista_elem_tabla es
devuelve ARBOL_BINARIO_CON_RECORRIDOS.inorden(T)

funiverso

Fig. 5.51: implementacion de las tablas ordenadas usando un arbol binario de busqueda.
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5.6.2 Arboles AVL

Como ya se ha explicado, la eficiencia temporal de las operaciones de acceso individual a los
elementos del arbol depende exclusivamente de su altura y, en caso de mala suerte, puede
llegar a ser lineal. En este apartado se introduce una variante de arbol que asegura un coste
logaritmico, ya que reduce el numero de niveles de un arbol binario de n nodos a ©(logn), el
minimo posible.

Hay diversas técnicas que aseguran este coste logaritmico sin exigir que el arbol sea casi
completo (lo que llevaria a algoritmos demasiado complicados y costosos). Por ejemplo, los
denominados arboles 2-3 son una clase de arboles no binarios, sino ternarios, que obligan a
que todas las hojas se encuentren al mismo nivel; su extensién a una aridad cualquiera son
los arboles B y sus sucesores B* y B, muy empleados en la implementacién de ficheros
indexados. En este texto, no obstante, estudiamos otra clase de arboles (estos si, binarios)
que se definen a partir de los conceptos y algoritmos hasta ahora introducidos: los arboles
AVL (iniciales de sus creadores, G.M. Adel'son-Vel'skii y E.M. Landis, que los presentaron en
el afo 1962 en una publicacién soviética), que son arboles de busqueda equilibrados.

Diremos que un arbol binario esta equilibrado (ing., height balanced o, simplemente,
balanced) si el valor absoluto de la diferencia de alturas de sus subarboles es menor o igual
que uno y sus subarboles también estan equilibrados. Por ejemplo, los arboles izquierdo y
derecho de la fig. 5.48 son equilibrados; el de la izquierda, porque es completo, y el de la
derecha, porque sus desequilibrios no son lo bastante acusados como para romper la
definicion dada. En cambio, el arbol central de la misma figura es desequilibrado: por
ejemplo, su subarbol izquierdo tiene altura 4 y el derecho 1.

Los arboles AVL aseguran realmente un coste logaritmico a sus operaciones de acceso
individual; en [HoS94, p. 520-521] y [Wir86, pp. 218-219] se deduce este coste a partir de
una formulacién recursiva del nimero minimo de nodos de un arbol AVL de altura h, que
puede asociarse a la sucesion de Fibonacci. Los mismos Adel'son-Vel'skii y Landis
demuestran que la altura maxima de un arbol AVL de n nodos estd acotada por
[1.4404l0g,(n+2)-0.328] (aproximadamente 1.5logn), es decir, orden logaritmico; los
arboles que presentan esta configuracién sesgada se denominan arboles de Fibonacci,
también debido al parecido con la sucesion correspondiente. Por lo que respecta al caso
medio (el caso mejor es, obviamente, el arbol perfectamente completo), estudios empiricos
apuntan a que la altura de un arbol AVL de n nodos, usando el algoritmo de inserciéon que se
presenta a continuacién, es del orden de [(logn)+0.25], suponiendo que el orden de
insercidon de los elementos sea aleatorio [Wir86, pp. 223-224].

En la fig. 5.52 se muestra una representacion de las tablas con arboles AVL implementados

con punteros. Observamos que en este caso no reaprovechamos el TAD de los arboles
binarios dado que es necesario guardar informacién sobre el equilibrio del &rbol dentro de los
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nodos. Concretamente se introduce un tipo por enumeracion, que implementa el concepto
de factor de equilibrio (ing., balance factor) que registra si un arbol AVL tiene el subarbol
izquierdo con una altura superior en uno al subarbol derecho, si esta perfectamente
equilibrado o si el subarbol derecho tiene una altura superior en uno al subarbol izquierdo. El
uso del factor de equilibrio en lugar de la altura simplifica la codificacién de los algoritmos,
porque evita distinguir subarboles vacios. El invariante del tipo simplemente refuerza el
invariante de los arboles de busqueda con la condicion de equilibrio, que tendra que ser
efectivamente mantenida por los algoritmos de insercién y de supresion; para definirla, se
introduce una operacién auxiliar que calcula la altura de un nodo segun se definié en la
seccién 5.1. Notemos que no se incluyen las comprobaciones sobre los apuntadores que
aparecen en los arboles binarios de la fig. 5.8, porque se pueden deducir de la condicién de
arbol de busqueda. Para simplificar algoritmos posteriores, el arbol no se enhebra; este caso
queda como ejercicio para el lector.

tipo tabla es arbol_AVL ftipo
tipo privado arbol_AVL es ~nodo ftipo
tipo privado equilibrio es (1ZQ, PERFECTO, DER) ftipo

tipo privado nodo es

tupla
k es clave; v es valor

hizg, hder son~nodo
equib es equilibrio {factor de equilibrio del nodo}
ftupla
ftipo
invariante (T es tabla): correcto(T),
donde correcto: arbol_AVL — bool se define como:
correcto(NULO) = cierto
p # NULO = correcto(p) = correcto(p”.hizq) A correcto(p”.hder) A
p.hizq # NULO = maximo(p~.hizq) < prk A
p/.hder # NULO = minimo(p~.hder) > pAk A
| altura(p”.hizq) - altura(p™.hder) | <1 A
pM.equib = IZQ < altura(p”.hizq) > altura(pr.hder) A
pr.equib = PERFECTO < altura(p”.hizq) = altura(p™.hder) A
p~.equib = DER < altura(p”.hizq) < altura(p”®.hder)

y donde la funcién altura: arbol_AVL — nat se define como:
altura(NULO) =0
p # NULO = altura(p) = max(altura(p?.hizq), altura(p”.hder)) + 1,
y maximo y minimo se definen como en la fig. 5.51

Fig. 5.52: representacién del tipo de las tablas ordenadas con arboles AVL.
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a) Insercién en un arbol AVL
La insercion en un arbol AVL consta de dos etapas diferenciadas: por un lado, es necesario
aplicar la casuistica de la insercién "normal" para conservar la propiedad de los arboles de
busqueda vy, por el otro, es necesario asegurar que el arbol queda equilibrado,
reestructurandolo si es necesario. La primera tarea ya ha sido descrita; nos centramos, pues,
en la segunda.

Sean a un arbol AVL y <k, v> el par clave-valor a insertar; si la clave k ya estaba dentro de a, o
bien el nodo que se afade segun el algoritmo de insercién no provoca ningun desequilibrio,
el proceso acaba sin mas problemas. El desequilibrio se produce cuando existe un subarbol
a' de a, que se encuentra en cualquiera de los dos casos siguientes:

- El subarbol derecho de a' tiene una altura superior en uno'® al subarbol izquierdo de a,
y el nodo correspondiente al par <k, v> se inserta en el subarbol derecho de a' v,
ademas, provoca un incremento en uno'® de su altura (v. fig. 5.53, izquierda).

- El subarbol izquierdo de a' tiene una altura superior en una unidad al subarbol derecho
de a, y el nodo correspondiente al par <k, v> se inserta en el subarbol izquierdo de a' y,
ademas, provoca un incremento en uno de su altura (v. fig. 5.53, derecha).

A PO

h+1 h+1

(nodo insertado)

Fig. 5.53: los dos casos posibles de desequilibrio de la insercion en un arbol AVL.

A continuacién se estudian las medidas que es necesario tomar para reequilibrar el arbol en
estas situaciones. Notemos que ambas son simétricas, razén por la que nos centraremos
s6lo en la primera, y queda como ejercicio la extension al segundo caso. Hay dos subcasos:

- Caso DD (abreviatura de Derecha-Derecha; del inglés RR, abreviatura de Right-Right):
el nodo se inserta en el subarbol derecho del subarbol derecho de a'. En la fig. 5.54 se
muestra este caso (las alturas de By y son las Unicas posibles, una vez fijada la altura de
o) ¥ su solucién, que es muy simple: la raiz B del subarbol derecho de a' pasa a serla
nueva raiz del subarbol y conserva su hijo derecho, que es el que ha provocado el

® Nunca puede ser superior en mas de una unidad, porque a es un arbol AVL antes de la insercion.
'® El incremento no puede ser superior a una unidad, porque se inserta un Ginico nodo.
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desequilibrio con su incremento de altura y que, con este movimiento, queda a un nivel
mas cerca de la raiz del &rbol, compensando el aumento; la antigua raiz A de a' pasa a
ser hijo izquierdo de B y conserva su subarbol izquierdo; finalmente, el anterior
subarbol izquierdo de B pasa a ser subarbol derecho de A para conservar la propiedad
de ordenacion de los arboles de busqueda. Algunos autores denominan rotaciones a
estos movimentos de subarboles. Se puede comprobar que la rotacion mantiene la
ordenacion correcta recorriendo inorden el arbol antes y después del proceso. En la
fig. 5.54 confirmamos que, efectivamente, el recorrido es idéntico, aAfBy, tanto en el
arbol de la izquierda como en el de la derecha.

B A
h h
] ¢ h+2 v ] h+2
h+1 h+1
\ \
(nodo insertado) @

Fig. 5.54: arbol con desequilibrio DD (a la izquierda) y su resolucion (a la derecha).

Notemos que la altura del arbol resultante es la misma que tenia el arbol antes de la insercion.
Esta propiedad es importantisima, porque asegura que basta con un Unico reequilibrio del
arbol para obtener un arbol AVL después de la insercién, siempre que la busqueda del
primer subarbol que se desequilibra se haga siguiendo el camino que va de la nueva hoja a la
raiz. En el momento en que se reequilibra este subarbol, el resto del arbol queda
automaticamente equilibrado, porque ya lo estaba antes de la insercién y su altura no varia. El
arbol resultante queda incluso "mas equilibrado" que antes, en el sentido de que el proceso
de reequilibrio iguala las alturas de los dos subarboles de a'.

primer subarbol
desequilibrado
resto del arbol

equilibrado sentido de comprobacion
del equilibrio
|

<«— nodo insertado

Fig. 5.55: proceso de equilibrado del arbol.
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h+2

- Caso DI (abreviatura de Derecha-lzquierda; del inglés RL, abreviatura de Right-Left): el
nodo se inserta en el subarbol izquierdo del subarbol derecho de a'. En la fig. 5.57 se
muestra este caso (las alturas de los subarboles de la derecha de la raiz son fijadas a
partir de la altura de o) y su solucién, que no es tan evidente como antes, porque
aplicando las mismas rotaciones de subarboles no se solucionaria el desequilibrio, por
lo que es necesario descomponer también el 21-subarbol de a'. Precisamente por este
motivo es necesario distinguir el caso trivial en que el 21-subarbol de a' sea vacio y no
se pueda descomponer (v. fig. 5.56). La rotacién DI se puede considerar como la
composicion de dos rotaciones: la primera, una rotacién Il (simétrica de la DD) del
subarbol derecho de a' vy la segunda, una rotacién DD del subarbol resultante.
Notemos que el nuevo nodo puede ir a parar indistintamente a cualquiera de los dos
subarboles que cuelgan del 21-subdarbol de a' sin que afecte a las rotaciones definidas.
También aqui la altura después de la rotacion es igual a la altura previa a la insercion.

h+2

h-11| B h ) 3h-1 h+1
h o

T omS L
y
Fig. 5.57: arbol con desequilibrio DI (arriba, izquierda), rotacion Il sobre el subarbol
izquierdo (arriba, derecha) y rotacién DD sobre el arbol entero (abajo).
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Existen diversos estudios empiricos que intentan establecer la relacidon entre el nimero de
rotaciones exigidas para una secuencia dada de inserciones [Wir86, p. 227]. Los resultados
apuntan que, dada una secuencia aleatoria de inserciones en un arbol AVL, se necesita una
rotacidon para cada dos inserciones, siendo los dos tipos de rotaciones casi equiprobables.

En la fig. 5.59 se muestra la codificacion recursiva del algoritmo; la version iterativa queda
como ejercicio para el lector. La tarea mas importante recae sobre una funcioén recursiva
auxiliar, inserta_AVL, y los casos terminales de la recursividad son crear una nueva hoja o
bien encontrar algun nodo en el arbol que contenga la clave. En el primer caso, y después
de hacer la insercion del nodo siguiendo la misma estrategia que en la fig. 5.51, se estudia el
equilibrio desde la hoja, avanzando a la raiz hasta que se llega a ella, o se encuentra algun
subdarbol que no crece, o bien se encuentra algun subarbol que se desequilibra; este
estudio es sencillo usando el factor de equilibrio del nodo. Para equilibrar el arbol, se usan
dos operaciones auxiliares mas, una de las cuales también se codifica en la figura, que no
hacen mas que implementar las rotaciones que se acaban de describir como modificaciones
del valor de los encadenamientos. Destaquemos que el arbol es un parametro de entrada y
de salida para asegurar que los encadenamientos queden realmente actualizados.

b) Supresion en un arbol AV L

Los dos casos posibles de desequilibrio en la supresion son idénticos al proceso de
insercion, pero ahora el desequilibrio se produce porque la altura de un subarbol disminuye
por debajo del maximo tolerado. Una vez mas, nos centramos en el desequilibrio provocado
por la supresion en el subarbol izquierdo; la otra situacién es simétrica. Los diferentes
algoritmos de rotacion que se necesitan dependen exclusivamente de la relacion de las
alturas de los dos subarboles del subarbol derecho de la raiz (que, a diferencia de lo que
ocurria al insertar, nunca pueden ser vacios):

- Si son iguales, se produce el desequilibrio DD del caso de la insercion, que se resuelve
de la misma forma (v. fig. 5.58). El arbol resultante tiene la misma altura antes y después
de la supresion, por lo que basta con esta rotacién para reestablecer el equilibrio.

h+2

h+2
h+1 h-1’ o h+1

Fig. 5.58: arbol con desequilibrio DD (a la izquierda) y su resolucion (a la derecha).
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funciéninserta (a es tabla; k es clave; v es valor) devuelve tabla es
var res es bool fvar

inserta_AVL(a, k, v, res)
devuelve a

{Funcidn auxiliar inserta_AVL(a, k, v, crece?): dado un arbol AVL a, inserta el par <k, v>, de
manera que se conserva el invariante del tipo; crece? indica si la altura del arbol aumenta}
accidn privada inserta_AVL (ent/sal aes arbol_AVL; ent k es clave; ent v es valor;

sal crece? es bool) es
sia=NULO entonces {se crea un arbol de un unico nodo}

a := obtener_espacio

sia=NULO entonces error

n

ino
a =<k, v, NULO, NULO, PERFECTO>
crece? = cierto
fsi
sino
opcién
caso ark=k hacer a’.v :=v; crece? := falso
caso ark >k hacer
inserta_AVL(a”.hizq, k, v, crece?) {insercién recursiva por la izquierda}
sicrece? entonces {estudio del equilibrio y rotaciones si es necesario}
opcion
caso a’.equib = DER hacer a*.equib := PERFECTO; crece? := falso
caso a*.equib = PERFECTO hacer a®.equib := IZQ; crece? := cierto
caso a*.equib = 1ZQ hacer a := rotacién_izq(a); crece? := falso
fopcidén
fsi
caso a*k <k hacer {simétrico al anterior}
inserta_AVL(a".hder, k, v, crece?)
sicrece? entonces
opcion
caso at.equib = IZQ hacer a®.equib := PERFECTO; crece? ;= falso
caso a*.equib = PERFECTO hacer a®.equib := DER; crece? := cierto
caso a*.equib = DER hacer a := rotacion_der(a); crece? := falso

fopcidén
fsi
fopcion
fsi
faccion

Fig. 5.59: algoritmo de insercidon en un arbol AVL.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Arboles 291

{Funcién auxiliar rotacién_derecha: dado un subarbol a donde todos sus
subarboles son AVL, pero a esta desequilibrado por la derecha, investiga la razén
del desequilibrio y efectua las rotaciones oportunas}

funcién privada rotaciéon_derecha (a es arbol_AVL) devuelve arbol_AVL es

var raiz, b, beta, delta son ”*nodo ftupla

{raiz apuntara a la nueva raiz del &rbol}
si (a”.hizq = NULO) A (a”.hder*.hder = NULO) entonces {caso trivial de la fig. 5.56}
b := a/.hder; raiz := bA.hizq
raizA.hizq := a; raizA.hder := b; bA.hizq := NULO; a®.hder := NULO
a’r.equib := PERFECTO; bA.equib := PERFECTO
si no {es necesario distinguir tipo de desequilibrio y rotar en consecuencia}
si aM.hder.equib = DER entonces {desequilibrio DD, v. fig. 5.54}
raiz := a®.hder; beta := raiz~.hizq
raiz/.hizq := a; a*.hder := beta; a*.equib := PERFECTO
si no {desequilibrio DI, v. fig. 5.57}
b := a.hder; raiz := bA.hizq; beta := raiz~.hizq; delta := raiz”.hder
a’.hder := beta; raiz/.hizq := a; bA.hizq := delta; raizA.hder :=b
siraiz™.equib = 1ZQ entonces {el nuevo elemento esta dentro de beta}
a’.equib := PERFECTO; bA.equib := DER
sino {el nuevo elemento es dentro de delta}
a’t.equib := 1ZQ; bA.equib := PERFECTO
fsi
fsi
fsi
raizM.equib := PERFECTO
devuelve raiz

Fig. 5.59: algoritmo de insercién en un arbol AVL (cont.).
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- Si la altura del subarbol izquierdo es menor que la altura del subarbol derecho, la
rotacién es exactamente la misma; ahora bien, la altura del arbol resultante es una
unidad mas pequefa que antes de la supresion. Este hecho es significativo, porque
obliga a examinar si algun subarbol que lo engloba también se desequilibra.

A
e h+1

h_1$ B het |2 o ¢h-1$ B Y

Fig. 5.60: arbol con desequilibrio DD (izq.) y su resolucion (der.) con altura variable.

- Si la altura del subarbol izquierdo es mayor que la altura del subarbol derecho, la
rotacion es similar al caso DI (v. fig. 5.61); también aqui la altura del arbol resultante es
una unidad mas pequefa que antes de la supresion. Los arboles By y de la figura
pueden tener altura h-1 6 h-2, pero al menos uno de ellos tiene altura h-1.

o $h-1 B [

h+2

C h-1$ | [

w P $:°;$ ° w

(©)
(A) (B) h+1

" h-1‘ o B ’:o;’ 5 Y #h-1

Fig. 5.61: arbol con desequilibrio DI (arriba) y su resolucion (abajo).
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Igual que sucedia en la insercion, se han hecho estudios empiricos sobre el nimero de
rotaciones exigidas durante una secuencia de supresiones y, curiosamente, los resultados
indican que solo es necesaria una rotacion por cada cinco supresiones [Wir86, p. 227].

El algoritmo de supresion se implementa recursivamente en la fig. 5.62. Su similitud con la
operacién de insercidn es evidente, por lo que no se comenta mas que aquello
estrictamente imprescindible. Queda claro que la supresion de un elemento puede exigir
tantas rotaciones como nodos haya en el camino provinente de la raiz, porque después de
cada vuelta de una llamada recursiva puede haber reorganizaciones. Se usa una funcién
auxiliar para borrar el elemento que aplica la casuistica de la supresién en un arbol de
busqueda y comprueba el equilibrio en el caso general; esta funcidn se podria escribir mas
compacta (v. [Wir86, pp.226-227]), pero se ha expandido por motivos de legibilidad. Una vez
mas, hay una ineficiencia temporal, porque en el caso de mover elementos se recorre un
mismo camino dos veces; de todos modos, el coste asintético es igualmente logaritmico;
también, la codificacidon cambia la direccidn fisica de los datos en las mismas condiciones que
la supresion en arboles binarios de busqueda.

funcién borra (a establa; k es clave) devuelve tabla es
var res es bool fvar

borra_AVL(a, k, res)
devuelve a

{Funcién borra_AVL(a, k, v, encoge?): dado el arbol AVL a, borra el nodo que tiene como
clave k, conservando el invariante del tipo; encoge? indica si la altura disminuye}
accion priv borra_AVL (ent/sal aes arbol_AVL; ent k es clave; sal encoge? es bool) es
sia=NULO entonces encoge? := falso {no hay ningun nodo de clave k}
si no opcion
caso ark=khacer {se borra el nodo, controlando posibles desequilibrios}
<a, encoge?> := borra_nodo(a)
caso ark >k hacer
borra_AVL(a".hizq, k, encoge?) {se sigue la rama adecuada}
{estudio del equilibrio y rotaciones si es necesario}
si encoge? entonces <a, encoge?> := equilibra_derecha(a) fsi
caso ark <k hacer {simétrico al anterior}
borra_AVL(a®.hder, k, encoge?)
si encoge? entonces <a, encoge?> := equilibra_izquierda(a) fsi
fopcién

fsi
faccién

Fig. 5.62: algoritmo de supresion en un arbol AVL.
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{Funcion auxiliar equilibra_derecha(a): dado un arbol AVL a donde se ha borrado un
nodo del subarbol derecho provocando una disminucién de altura, averigua si el arbol
se ha desequilibrado y, en caso afirmativo, efectia las rotaciones oportunas. Ademas,
devuelve un booleano que indica si la altura del arbol ha disminuido}

funcién privada equilibra_derecha (a es arbol_AVL) devuelve <arbol_AVL, bool> es
var encoge? es bool fvar
opcién
caso at.equib = 1ZQ hacer a*.equib := PERFECTO; encoge? := cierto
caso a*.equib = PERFECTO hacer a®.equib := DER; encoge? := falso
caso a™.equib = DER hacer <a, encoge?> := rotacion_derecha(a)
fopcion
devuelve <a, encoge?>

{Funcion auxiliar rotacion_derecha: dado un subarbol a en que todos los subarboles
son AVL, pero a esta desequilibrado por la derecha, investiga la razén del desequilibrio
y efectla las rotaciones oportunas. Ademas, devuelve un booleano que indica si la
altura del arbol ha disminuido}

funcioén privada rotacion_derecha (a es arbol_AVL) devuelve <arbol_AVL, bool> es
var raiz, b, beta, delta son ~nodo; encoge? es bool fvar
{raiz apuntara a la nueva raiz del arbol}
si aM.hder®.equib = 1ZQ entonces {desequilibrio DI, v. fig. 5.61}
b := a’.hder; raiz := bA.hizq; beta := raizA.hizq; delta := raizA.hder
a’.hder := beta; raiz/.hizq := a; bA.hizq := delta; raizA.hder := b
opcién {se actualizan los factores de equilibrio segun las alturas de beta y delta}
caso raiz™.equib = 1ZQ hacer a®.equib := PERFECTO; b*.equib := DER
caso raiz”.equib = PERFECTO hacer
a’.equib := PERFECTO; bA.equib := PERFECTO
caso raiz~.equib = DER hacer a®.equib := 1ZQ; bA.equib := PERFECTO
fopcion
raizM.equib := PERFECTO; encoge? := cierto
si no {desequilibrio DD, v. fig. 5.58 y 5.60, de idéntico tratamiento}
raiz := a’.hder; beta := raizA.hizq; raiz~.hizq := a; a*.hder := beta
{a continuacion, se actualizan los factores de equilibrio segun las alturas de beta
y el hijo derecho de la nueva raiz, y se indaga si el arbol ha encogido}
si bA.equib = PERFECTO
entonces a’.equib := DER,; raiz*.equib := 1ZQ; encoge? := falso
si no a®.equib := PERFECTO,; raiz~.equib := PERFECTO; encoge? := cierto
fsi
fsi
devuelve raiz

Fig. 5.62: algoritmo de supresion en un arbol AVL (cont.).
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{Funcién auxiliar borra_nodo(a): dado un arbol a en que la raiz contiene el elemento
que se quiere borrar, lo suprime segun la casuistica vista en el primer apartado y libera
espacio; en caso de que existan los dos subarboles de a, controla el equilibrio y rota
si es necesario. Ademas, devuelve un booleano que indica si la altura del arbol ha
disminuido}

funcioén privada borra_nodo (a es arbol_AVL) devuelve <arbol_AVL, bool> es
var raiz, min son ~nodo; encoge? es bool fvar
{raiz apunta a la raiz del subarbol resultante}
opcion
caso (a™.hizq = NULO) A (a”.hder = NULO) hacer
{es una hoja; la altura disminuye}
raiz := NULO; encoge? := cierto
liberar_espacio(a)
caso (a™.hizqg # NULO) A (a*.hder = NULO) hacer
{le cuelga un unico nodo por la izquierda, que sube; la altura disminuye}
raiz := a’.hizq; encoge? := cierto
liberar_espacio(a)
caso (a’.hizqg = NULO) A (a”.hder = NULO) hacer
{le cuelga un unico nodo por la derecha, que sube; la altura disminuye}
raiz := a®.hder; encoge? := cierto
liberar_espacio(a)
caso (a™.hizg # NULO) A (a”.hder # NULO) hacer
{obtiene y copia el minimo del subarbol derecho a la raiz}
min := a.hder
mientras min®.hizq = NULO hacer min := min®.hizq fmientras
ark :=mintk; alv = mintv
{a continuacion, borra el minimo y controla el equilibrio}
borra_AVL(a”.hder, minA.k, encoge?)
siencoge? entonces <a, encoge?> := equilibra_derecha(a) fsi
fopcion
devuelve <raiz, encoge?>

Fig. 5.62: algoritmo de supresion en un arbol AVL (cont.).
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Ejercicios

5.1 Dado el arbol siguiente:

EVANIAN

F G
|
H

a) describirlo segun el modelo asociado a los arboles generales; b) decir cudl es el nodo raiz
y cudles son las hojas; ¢) decir qué nodos son padres, hijos, antecesores y descendientes
del nodo X; d) calcular el nivel y la altura del nodo X; e) recorrerlo en preorden, inorden,
postorden y por niveles; f) transformarlo en un arbol binario que lo represente segun la
estrategia "hijo izquierdo, hermano derecho".

5.2 Especificar ecuacionalmente el modelo de los &rboles con punto de interés tanto
binarios como generales, con un conjunto apropiado de operaciones.

5.3 Usando la signatura de los arboles binarios, especificar e implementar una operacion
que cuente el numero de hojas.

5.4 Una expresion aritmética puede representarse como un arbol donde los nodos que son
hojas representen operandos y el resto de nodos representen operadores.

a) Dibujar un arbol representando la expresion (a+b)*c/d*(a-5).

b) ¢Cual seria el algoritmo de evaluacién de la expresion? ;Se corresponde a algun
algoritmo conocido sobre arboles?

¢) Escribir un algoritmo que transforme una expresién representada mediante una cola de
simbolos en una expresion representada mediante un arbol. Suponer que los simbolos
tienen una operacion para averiguar si son operandos, operadores, paréntesis de abrir o
paréntesis de cerrar. Considerar las prioridades habituales y la asociatividad por la izquierda.
(Una variante de este problema esta resuelta en el apartado 7.1.1, usando estructuras
lineales.)

5.5 Escribir un algoritmo que transforme un arbol general implementado con apuntadores a

los hijos en un arbol binario por la estrategia hijo izquierdo, hermano derecho. Hacer también
el algoritmo inverso.
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5.6 Sean los arboles generales con la signatura habitual. Implementar un procedimiento que
escriba todos los caminos que van de la raiz a las hojas de un arbol de letras. Por ejemplo, del
arbol:

B

) / \
T/ \ L ||E
A/ \ I ,l\ A/ \Z

R 0O

han de salir los caminos BATA, BATIR, BALA, BREA, BREZO.

5.7 Sea un arbol general A y un arbol binario A' resultado de representar A bajo la estrategia
hijo izquierdo, hermano derecho. Decir si hay alguna relacion entre los recorridos de Ay A'.
Justificar la conveniencia de enhebrar o no el arbol binario (v. [Knu68, pp. 361-363]).

5.8 a) ¢Es posible generar un arbol binario a partir unicamente de uno de sus recorridos
preorden, inorden o postorden? ;Y a partir de dos recorridos diferentes (examinar todos los
pares posibles)? s Por qué?

b) Reconstruir un arbol binario a partir de los recorridos siguientes:
i) preorden: 2,1,4,7,8,9,3,6,5
inorden: 7,4,9,8,1,2,6,5,3
i) inorden: 4,6,5,1,2,12,7,3,9, 8,11, 10
postorden: 6, 5, 4, 12,7, 2,8, 9, 10, 11, 3, 1

c) Disenar el algoritmo que reconstruya un arbol binario dados sus recorridos preorden e
inorden. Hacer lo mismo a partir de los recorridos postorden e inorden. En ambos casos usar
el tipo lista_nodos para representar los recorridos, defininiendo claramente su signatura. Si
se necesita alguna operacion muy particular de este ejercicio, definirla claramente,
especificarla e implementarla.

d) Escribir un algoritmo que, dados dos recorridos preorden, inorden o postorden de un
arbol binario y dos nodos suyos cualesquiera, decida si el primero es antecesor del segundo.

5.9 Escribir un algoritmo que transforme un arbol binario representado con apuntadores a
los hijos en un arbol binario representado secuencialmente en preorden con apuntador al
hijo derecho (es decir, los nodos dentro de un vector almacenados en el orden dado por un

recorrido preordren y, para cada uno de ellos, un apuntador adicional al hijo derecho).

5.10 Escribir algoritmos para anadir un nodo como hijo izquierdo o derecho de otro dentro
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de un arbol binario enhebrado inorden, y borrar el hijo izquierdo o derecho de un nodo.

5.11 Modificar la implementacion de las relaciones de equivalencia de la fig. 5.35 para el
caso particular en que los elementos sean los n naturales del intervalo [1, n].

5.12 Construir un arbol parcialmente ordenado, insertando sucesivamente los valores 64,
41,10, 3,9, 1y 2, y usando < como relacion de orden. A continuacion, borrar tres veces el
minimo. Mostrar claramente la evolucién del arbol paso a paso en cada operacion.

5.13 Sea una nueva funcidén sobre las colas prioritarias que borre un elemento cualquiera
dada una clave que lo identifique. Implementarla de manera que tenga un coste logaritmico
sin empeorar las otras (si es necesario, modificar la representacion habitual del tipo).

5.14 Se quieren guardar 10.000 elementos dentro de una cola prioritaria implementada con
un monticulo que representa el arbol parcialmente ordenado correspondiente. Determinar
en los casos siguientes si es mejor un arbol binario o uno cuaternario:

a) Minimizando el nimero maximo de comparaciones entre elementos al insertar uno nuevo.
b) Minimizando el numero maximo de comparaciones entre elementos al borrar el minimo.

¢) Minimizando el nimero méaximo de movimientos de elementos al insertar uno nuevo.

d ) Minimizando el nimero maximo de movimientos de elementos al borrar el minimo.

5.15 Implementar un arbol parcialmente ordenado siguiendo la estrategia encadenada.
5.16 Espacio intencionadamente en blanco.

5.17 Dibujar todos los arboles de busqueda posibles que contengan los naturales 1, 2, 3y
4 (sin repeticiones). §Cuales de estos arboles son equilibrados? En general, jcuantos
arboles de busqueda se pueden formar con n elementos diferentes?

5.18 Dado un arbol de busqueda inicialmente vacio, insertar los elementos 7, 2, 9, 0, 5, 6, 8
y 1, equilibrando a cada paso.

5.19 Dado el arbol de busqueda de la figura:

40
20/ \46
8/ \30 42/ \55
& s o a
- 50 60
12

insertar sucesivamente los valores 64, 41, 10, 3, 9, 1 y 2. A continuacién, borrar
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sucesivamente los valores 9, 15, 10 y 55; en caso de borrar un nodo con dos hijos, sustituirlo
por el menor de su subarbol derecho. Repetir el proceso equilibrando el arbol después de
cada modificacion (notar que, inicialmente, ya esta equilibrado). Mostrar claramente la
evolucién del arbol paso a paso en cada operacion.

5.20 Proponer una representacion de los arboles de busqueda equilibrados que, ademas
de las operaciones habituales, permita encontrar el k-ésimo elemento menor del arbol en
tiempo logaritmico, sin afectar el coste de las operaciones habituales y empleando el minimo
espacio adicional que sea posible. Codificar la operacion.

5.21 Proponer una estructura de datos que tenga tiempo logaritmico en la insercion y
supresion de elementos y tiempo constante en la consulta de elementos, y que permita listar
todos los elementos ordenados en un tiempo lineal.

5.22 Implementar el TAD de las colas prioritarias usando arboles de busqueda.

5.23 En légica, se dice que un predicado (que es una expresioén formada por variables y
operaciones booleanas; por ejemplo, cierto, falso, A, v y —) se satisface si, para alguna
asignacion de sus variables, el predicado evalla cierto. A las variables se les pueden asignar
los valores cierto y falso y la evaluaciéon de un predicado es la habitual. Pensar una buena
representacion de los predicados y un algoritmo que decida si un predicado se satisface.
Calcular el coste del algoritmo en tiempo y espacio.

5.24 Interesa encontrar una representacién de los conjuntos que, aparte de las tipicas
operaciones de afadir y sacar elementos y de comprobar si un elemento esta dentro de un
conjunto, ofrezca otras tres que obtengan una lista con la interseccién, la unién y la
diferencia de dos conjuntos. ;Cual es la mejor estructura para favorecer las tres ultimas
operaciones? ;Y si, ademas, queremos que las tres primeras también sean rapidas? ;Qué
ocurre si las tres ultimas, en vez de devolver una lista de elementos, han de devolver también
un conjunto? Justificar las respuestas en funcién del coste de las operaciones.

5.25 Se quiere implementar un diccionario con operaciones de acceso directo por palabra y
de recorrido alfabético. Suponer que el espacio reservado para cada entrada del diccionario
es X, un valor fijo. Suponer que el numero esperado de entradas es N. Razonar qué
estructura de datos es mejor en los siguientes supuestos: a) minimizando el espacio que
ocupa el diccionario; b) favoreciendo el coste temporal de las operaciones de recorrido
alfabético y de consulta directa por palabra; ¢) favoreciendo el coste temporal de las
operaciones de recorrido alfabético y de actualizacién del diccionario (inserciones y
supresiones). En cada caso determinar exactamente el coste temporal de las diferentes
operaciones del diccionario, asi como también el espacio usado (en bits y como funcion de
X y N), suponiendo que los enteros y los punteros ocupan 32 bits.
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5.26 Dado un fichero con n numeros enteros, n muy grande (por ejemplo, n = 108),
construir un algoritmo que obtenga los k nombres méas grandes, k << n (por ejemplo,
k = 1000) con la mayor eficiencia posible tanto en tiempo como en espacio. Calcular
cuidadosamente su coste.

5.27 La Federacioén Local de Ajedrez de CAtalunya (FLACA) ha decidido informatizarse. La
FLACA tiene registrados los nombres de los diferentes clubes y jugadores de ajedrez de
Catalunya, y sabe que un jugador sélo pertenece a un club y que, a causa de la incipiente
crisis econémica, los clubes se fusionan con cierta frecuencia para formar otros nuevos. El
nombre del club resultante es igual al nombre del club que tenga mas ajedrecistas y los
jugadores de los clubes que se fusionan pasan a ser automaticamente del nuevo club.
Determinar la signatura y la implementacion de la estructura necesaria para que se puedan
fusionar clubes, y a qué club pertenece un jugador concreto con cierta rapidez. ¢ Cual es el
coste resultante de las operaciones? ;Y el espacio empleado?

5.28 A causa de una intensa campaha institucional y de las exenciones fiscales, el numero
de clubes de ajedrez en Catalunya se ha disparado, es muy grande y continda creciendo.
Para organizar futuros campeonatos, la FLACA clasifica los clubes por comarcas (considerar
que hay un numero pequefio y fijo de comarcas) de manera que, al dar de alta un nuevo club,
se dice de qué comarca es. Disefiar una estructura de datos para que sea lo mas eficiente
posible al sacar los listados, ordenados alfabéticamente, de todos los clubes de Catalunya y
de todos los clubes de una comarca dada, y que la operacién de afiadir un nuevo club no sea
excesivamente lenta. En todos los casos, calcular el coste de las operaciones y justificar que
la solucién expuesta no es mejorable. ;Como se implementaria la operacion de listar
ordenadamente todos los clubes de una comarca?

5.29 Nos ocupamos de la construccion de una familia de cdédigos de compresiéon de
cadenas denominados cdédigos de Huffman. Suponer que tenemos mensajes que
consisten en una secuencia de caracteres. En cada mensaje los caracteres aparecen con
una probabilidad conocida, independiente de la posicion concreta del caracter dentro del
mensaje. Por ejemplo, suponer que los mensajes se componen de los caracteres a, b, c,d y
e, que aparecen con probabilidades 0.12, 0.40, 0.15, 0.08 y 0.25, respectivamente
(obviamente, la suma da 1). Queremos codificar cada caracter en una secuencia de ceros y
unos de manera que ningun cédigo de un caracter sea prefijo del cédigo de otro; esta
propiedad permite, dado un mensaje, codificarlo y descodificarlo de manera no ambigua.
Ademas, queremos que esta codificacidon minimice la extensién media esperada de los
mensajes, de manera que su compactacién sea éptima. En el ejemplo anterior, un cddigo
6ptimoesa=1111,b=0,¢c=110,d = 1110y e = 10. En concreto:

a) Disenar un algoritmo tal que, dado el conjunto V de caracteres y dada la funcién de
probabilidad pr :V — [0,1], construya un cédigo de Huffman para V.

b) Escribir los algoritmos de codificacion y descodificacién de mensajes suponiendo que el
tipo mensaje es una instancia adecuada del tipo cola.
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5.30 La estructura de datos quad-tree se usa en informatica grafica para representar figuras
planas en blanco y negro. Se trata de un arbol en el cual cada nodo, o bien tiene
exactamente cuatro hijos, o bien es una hoja. En este ultimo caso, puede ser una hoja blanca
o una hoja negra.

El &rbol asociado a una figura dibujada dentro de un plano (que, para simplificar, podemos
suponer un cuadrado de lado 2k) se construye de la forma siguiente: se subdivide el plano
en cuatro cuadrantes; los cuadrantes que estén completamente dentro de la figura
corresponderan a hojas negras, los que esten completamente fuera de la region, a hojas
blancas y los que estén parcialmente dentro y parcialmente fuera, a nodos internos; para
estos ultimos se aplica recursivamente el mismo algoritmo. Como ejemplo, se muestra una
figura en blanco y negro y su arbol asociado (considerando los cuadrantes en el sentido de
las agujas del reloj, a partir del cuadrante superior izquierdo):

B B BB B B N B NN N B B

BBNN NBBN NBNN

a) Determinar la signatura necesaria sobre el tipo quad-tree que permita algoritmos para
representar una figura como un quad-tree y para recuperar la figura a partir de un quad-tree.
Suponer que existe un tipo figura con las operaciones que mas convengan.

b) Escribir una representacion para los quad-trees.
¢) Implementar las operaciones del tipo obtenidas en a) sobre la representacion de b).

d) Modificar la representacion de b) para implementar una nueva operacion que obtenga el
negativo de un quad-tree. El resultado ha de ser ©(1).

5.31 Ya sabemos que, en el contexto de las especificaciones algebraicas, se define un
término como la aplicacién sucesiva de simbolos de operacién de una signatura, que puede
tener variables o no tenerlas; graficamente, un término se puede representar mediante un
arbol con simbolos dentro de los nodos.

suma
suc cero STC
prled prled
celro X

suma(suc(pred(cero)), cero) suc(pred(x))

Término sin variables Término con variables
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Consideramos los simbolos definidos dentro de un universo SIMBOLO :

universo SIMBOLO es

usa BOOL

tipo simbolo

opsopy, ..., Op,: — simbolo ecns
X1, -y Xc: — Simbolo var?(op4) = falso; ...; var?(x4) = cierto...
var?: simbolo — bool (opy = op4) = cierto; (op, = op»,) = falso; ...

_=_, _#_: simbolo simbolo — bool  (xzy)==(x=Yy)
funiverso

donde var? es una funcién que indica si un simbolo representa una operacion.

a) Definir los términos como instancia de arboles. Si, para simplificar, sélo se consideran
términos formados con operaciones de aridad 0, 1 6 2, estos arboles seran binarios.

b) Sean un término t sin variables y un término r con variables, de modo que en r no haya
variables repetidas. Diremos que r se superpone con t mediante o si existe alguna
asignacion o de las variables de r que iguale r y t. Asi, los términos r = suma(x, cero) y
t = suma(mult(cero, cero), cero) se superponen mediante la asignacion x = mult(cero, cero).
En cambio, los términos t = suma(mult(cero, cero), cero) y r = mult(cero, cero) no se
superponen. Implementar las operaciones:
superponen?: término término — bool: siendo r un término con variables no repetidas y
t sin variables, superponen?(t, r) comprueba si r se superpone con t mediante alguna
asignacion de sus variables.
as: término término — lista_pares_variables_y_términos: para t y r definidos como antes,
as(t, r) devuelve la lista de asignaciones que es necesario hacer a las variables del
término r, para que r se superponga con t; sir no se superpone con t, da error.

¢) Sean un término t sin variables y dos términos r y s con variables de modo que nienr ni
en s haya variables repetidas y las variables de s sean un subconjunto de las de r. Sir se
superpone con t mediante una asignacion «, podemos definir la transformacion de t
usando una ecuacion r=s como el resultado de aplicar la asignacion o sobre s. Asi, se puede
transformar el término t = suma(mult(cero, cero), cero) usando la ecuaciéon suma(x, cero) = X,
siendo o = mult(cero, cero), con lo que se obtiene el término mult(cero, cero). Implementar la
operacién transforma: término término término — término, que realiza la operacion descrita, o
da error si el segundo término no se superpone con el primero.

d) Sea un término t sin variables y dos términos r y s con variables de modo que nienr ni
en s haya variables repetidas y las variables de s sean un subconjunto de las de r. Ahora
queremos generalizar el apartado c) para que la transformacién se pueda realizar sobre
cualquier subtérmino t' de t. Asi, dado el término t = suma(mult(cero, cero), cero) y la
ecuacion r = s: mult(cero, x) = cero, podemos transformar el subtérmino t' = mult(cero, cero)
de t aplicando r = s, y obtener como resultado el término suma(cero, cero). Se puede
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considerar que todo término es subtérmino de si mismo. Implementar las operaciones:

transformable?: término término término — bool: siendo r y s términos con variables y t
sin variables, transformable?(t, r, s) comprueba si algun subtérmino de t puede
transformarse mediante la ecuacion r = s (es decir, si r se superpone con algun
subtérmino de t).

transfsubt: término término término — término: para t, r y s definidos como antes,
transfsubt(t, r, s) transforma un subtérmino de t mediante la ecuacién r = s; si no se
puede transformar, da error.

e) A continuacién se quiere implementar una operacion que, dados un término t sin
variables y una lista L de ecuaciones de la forma r = s, compruebe si puede transformarse
algun subtérmino t' de t mediante alguna ecuacion de L, segun la mecanica descrita en el
apartado d). Implementar las operaciones.
se_puede_transformar?: lista_pares_términos término — bool: siendo L una lista de
ecuaciones y t un término sin variables, se_puede_transformar?(L, t) comprueba si
algun subtérmino de t puede transformarse mediante alguna ecuacion r=s de L.
un_paso: lista_pares_términos término —término: para L y t como antes, un_paso(L, t)
transforma un subtérmino de t mediante alguna ecuacion r=s de L; si no hay ningun
subtérmino transformable, da error. Si hay mas de una transformacion posible, aplica
una cualquiera.
Se pueden usar las especificaciones genéricas de pares y de listas (v. fig. 1.31 y 3.13).

f) Implementar la operacion forma_normal: lista_pares_términos término — término que,
dado un término t sin variables y una lista L de ecuaciones de la formar = s, transforme t en
su forma normal, aplicando sucesivamente ecuaciones de L. Notar que, si se consideran las
ecuaciones r = s como reglas de reescritura r — s, el resultado de este apartado sera la
implementacién del proceso de reescritura.
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Capitulo 6 Relaciones binarias y grafos

En este capitulo nos centraremos en el modelo de las relaciones binarias’ entre elementos
de dos dominios A y B, donde un elemento de A esta relacionado con un elemento de B si
se cumple el enunciado de la relacién. Generalmente, un elemento de A estara relacionado
con varios de B y viceversa; por ello, en algunos textos informaticos las relaciones binarias se
denominan relaciones m:n como abreviatura de: m elementos de A se relacionan conn de
B y viceversa.

Un ejemplo de aplicacion de las relaciones binarias podria ser la gestion de la matriculacién
de alumnos en una universidad. La estructura necesaria se puede considerar como una
relacién entre dos conjuntos de elementos: los alumnos y las asignaturas, por la que cada
alumno esta relacionado con todas las asignaturas que cursa y cada asignatura con todos los
alumnos que se han matriculado de la misma.

IP IC Alg Fis PM ILo EDA

Abad X X X X
Abadia X X X X
Aguilar X X X

Fig. 6.1: representacion de la relacion alumnos-asignaturas
(la cruz significa que el alumno cursa la asignatura).

Dado el contexto de uso esperado, las operaciones sobre el tipo que parecen adecuadas
son: matricular un alumno de una asignatura, desmatricularlo (cuando la ha aprobado),
averiguar si un alumno cursa una asignatura concreta, y listar las asignaturas que cursa un
alumno y los alumnos que cursan una asignatura. Extrapolando estas operaciones a un
marco general, podemos formular una especificacion para las relaciones y deducir
implementaciones eficientes. Concretamente, en la primera seccién estudiaremos la

' Si bien nos podriamos plantear el estudio de relaciones sobre un nimero arbitrario de dominios, el
caso habitual es el binario y por eso nos limitamos a éste.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



306 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

especificacién y la implementacion de las relaciones binarias en general, mientras que en el
resto del capitulo nos centraremos en el caso particular de relaciones binarias sobre un unico
dominio, denominadas grafos. Sobre los grafos se definen varios algoritmos de gran interés,
cuya resolucidn sera ampliamente comentada y en cuya implementacion intervendran
diversos TAD ya conocidos, como las colas prioritarias y las relaciones de equivalencia.

6.1 Relaciones binarias

Se quiere especificar el TAD de las relaciones binarias R axp definidas sobre dos dominios
de datos A y B, tal que todo valor R del TAD, Re R AxB» €S Un conjunto de pares ordenados
<a, b>,aeA ybeB. Dados Re R AxB> @€ A yb eB, la signatura del tipo es:

- Crear la relacion vacia: crea, devuelve Q.

- Afadir un par a la relacioén: inserta(R, a, b), devuelve R U {<a, b>}.

- Borrar un par de la relacion: borra(R, a, b), devuelve R -{<a, b>}.

- Mirar si un par de elementos estan relacionados: existe?(R, a, b), averigua si <a, b> e R.

- Dos operaciones para determinar el conjunto recorrible® de elementos (v. fig. 4.27) que
estan relacionados con uno dado: fila(R, a), devuelve el conjunto s € P(B), definido
como b es < <a, b>eR, ycolumna(R, b), que se define simétricamente.

Alternativamente, se podria considerar la relacion como una funcién de pares de elementos
en el algebra booleana B de valores cierto y falso, f: Ax B — B, en la que f(a, b) vale cierto si
a y b estan relacionados. Este modelo se adoptara en el caso de relaciones binarias
valoradas, que se introduce mas adelante.

En la figura 6.2 se presenta una especificacion para las relaciones. Notemos que aparecen
diferentes parametros formales. Por un lado, los géneros sobre los cuales se define la
relacion asi como sus operaciones de igualdad, imprescindibles en la especificacién. Por
otro lado, y para establecer un criterio de ordenacién de los elementos al insertarlos en el
conjunto recorrible, se requiere que los géneros presenten una operacion de comparacion
adicional, tal como establece el universo ELEM_<_= presentado en la fig. 4.28. Se ha
optado por definir los conjuntos recorribles como ordenados porque éste sera el caso
habitual y asi no surgen problemas de consistencia al implementar el tipo (concretamente, se
evita que las implementaciones secuenciales inserten los elementos en los conjuntos en un
orden diferente que en la especificacion).

Notemos que, al haber dos operaciones que devuelven dos conjuntos de elementos de
tipos diferentes, es necesario efectuar dos instancias de los conjuntos genéricos para

% El conjunto ha de ser recorrible para que disponga de operaciones cémodas y eficientes de recorrido
al implementar algoritmos posteriores. No se usan listas con punto de interés para evitar repetidos.
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determinar su signatura. Los tipos resultantes son implicitamente exportados y podran ser
empleados por los médulos usuarios de las relaciones para declarar variables o parametros.

Por lo que respecta a las ecuaciones, la relaciones establecidas sobre inserta confirman que
la relacion representa un conjunto de pares. Notemos también que, al borrar, hay que sacar
todas las posibles apariciones del par y que si el par no existe la relacién queda igual. Por
ultimo, cabe destacar que la insercion reiterada de elementos en obtener una fila o columna
no afecta el resultado por las ecuaciones propias de los conjuntos recorribles.

universo RELACION (A, B son ELEM_<_=) es
usa BOOL
instancia CJT_ORDENADO_RECORRIBLE(C es ELEM_<_=) donde
C.elemesA.elem, C.<esA.<,C.=esA.=
renombra cjt por cjt_a
instancia CJT_ORDENADO_RECORRIBLE(C es ELEM_<_=) donde
C.elemesB.elem, C.<esB.<,C.=esB.=
renombra cjt por cjt_b
tipo relacion
ops crea: — relacion
inserta, borra: relacion A.elem B.elem — relacion
existe?: relacion A.elem B.elem — bool
fila: relacién A.elem — cjt_b
columna: relacién B.elem — cjt_a
ecns VRerelacion; Va,a,a,e A.elem; Vb,by,b,eB.elem
inserta(inserta(R, a, b), a, b) = inserta(R, a, b)
inserta(inserta(R, a4, by), a,, by) = inserta(inserta(R, a,, b,), a4, by)
borra(crea, a, b) = crea
borra(inserta(R, a, b), a, b) = borra(R, a, b)
[(a1 # @) v (b # by))] = borra(inserta(R, a4, by), a, b,) = inserta(borra(R, a,, b,), a4, by)
existe?(crea, a, b) = falso
existe?(inserta(R, a4, by), ay, by) = existe?(R, a,, by) v (@1 =ay) A (b4 =by))
fila(crea, a) = CJT_ORDENADO_RECORRIBLE.crea
fila(inserta(R, a, b), a) = CJT_ORDENADO_RECORRIBLE.anade(fila(R, a), b)
[a; # ay] = fila(inserta(R, a;, b), ay) =fila(R, ay)
columna(crea, b) = CJT_ORDENADO_RECORRIBLE.crea
columna(inserta(R, a, b), b) = CJT_ORDENADO_RECORRIBLE.ahade(columna(R, b), a)
[by # bs] = columna(inserta(R, a, b4), bs) = columna(R, b,)
funiverso

Fig. 6.2: especificacion del tipo abstracto de datos de las relaciones.
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El uso de las relaciones exige a veces, no solo relacionar pares de elementos, sino también
explicitar un valor que caracteriza este nexo, en cuyo caso diremos que la relacion es
valorada; en el ejemplo de la fig. 6.1, esto sucede si se quiere guardar la nota que un alumno
obtiene de cada asignatura que cursa. El modelo resultante exige algunos cambios en la
especificacién y, posteriormente, en la implementacién. Por lo que respecta al modelo, la
relaciéon se puede considerar como una funcién de dos variables (los dominios de la relacién)
sobre el codominio V de los valores, f : A x B — V, de manera que f(a, b) represente el valor
de la relacion. Supondremos que V presenta un valor especial L tal que, si a y b no estan
relacionados, consulta(f, a, b) =L v, asi, la funcion f siempre es total. De lo contrario, deberia
anadirse una operacion definida?: relaciéon A.elem B.elem —bool para ver si un par esta en
el dominio de la funcidn y considerar un error que se consulte el valor de un par indefinido.

En la figura 6.3 se presenta la signatura del TAD (la especificacion queda como ejercicio para
el lector); notemos que el género de los valores y el valor L se definen en el universo
ELEM_ESP (v. fig. 4.1). Las operaciones fila y columna no sélo devuelven los elementos
con que se relacionan sino también el valor, por lo que los conjuntos resultantes son de
pares de elementos que se forman como instancia del universo genérico PAR, en las que el
concepto de igualdad tan sélo tiene en cuenta el componente elemento y no el valor.

universo RELACION_VALORADA (A, B sonELEM_<_=, V es ELEM_ESP) es
instancia PAR (P1, P2 son ELEM) donde
P1.elem es A.elem, P2.elem es V.elem
renombra par por a_y_valor, _.cq por_.a, _.c,por _.val
instancia PAR (P1, P2 son ELEM) donde
P1.elem es B.elem, P2.elem es V.elem
renombra par porb_y_valor, _.c;por_.b, _.c,por_.val
instancia CJT_ORDENADO_RECORRIBLE(C es ELEM_<_=) donde
C.elemesa_y valor,C.=es(_.a)A=(_.a),C<es(_.a)A<(_a)
renombra cjt por cjt_a_y_valor
instancia CJT_ORDENADO_RECORRIBLE(C es ELEM_<_=) donde
C.elemesb_y valor,C.=es(_.b) B.=(_.b), C.<es(_.b) B.< (_.b)
renombra cjt por cjt_b_y_valor
tipo relacién
ops crea: — relacion
inserta: relacién A.elem B.elem V.elem — relacién
borra: relaciéon A.elem B.elem — relacion
consulta: relacion A.elem B.elem — V.elem
fila: relaciéon A.elem — cjt_b_y_valor
columna: relacion B.elem — cjt_a_y_valor
funiverso

Fig. 6.3: signatura del tipo abstracto de datos de las relaciones valoradas.
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En el resto de la seccion estudiaremos la implementacién del TAD de las relaciones binarias
no valoradas; la extension al caso valorado queda como ejercicio para el lector.

La representacién mas intuitiva del tipo de las relaciones binarias consiste en usar un vector
bidimensional de booleanos, con lo que se registra si el par correspondiente a cada posicién
pertenece o no a la relacion. Si hay muchos elementos interrelacionados esta solucion
puede ser satisfactoria, pero no lo sera en el caso general, principalmente por razones de
espacio y también por la ineficiencia de fila y columna, que quedan de orden lineal
independientemente del nimero de elementos que en hay en ellas. Por ejemplo, si
consideramos una universidad que imparta 400 asignaturas con una media de 6 asignaturas
cursadas por alumno, la matriz de la fig. 6.1 estara ocupada sélo en un 1.5% de sus
posiciones. Estas matrices se denominan matrices dispersas (ing., sparse matrix) y es
evidente que su representacion exige buscar una estrategia alternativa.

Una implementacion mas razonable guarda sélo los elementos no nulos de la matriz dispersa;
cada elemento formara parte exactamente de dos listas diferentes: la de elementos de su fila
y la de elementos de su columna. En vez de duplicar los elementos en cada lista, se les
asocian dos campos de encadenamiento y asi pueden insertarse en las dos listas
simultaneamente. Esta estrategia sera especialmente Util cuando la relacién sea valorada,
porque no hara falta duplicar el valor de la relacidn en varias listas diferentes. La estructura se
denomina multilista de grado dos; multilista, porque los elementos forman parte de mas de
una lista, y de grado dos, porque forman parte exactamente de dos listas. Para abreviar, a las
multilistas de grado dos las llamaremos simplemente multilistas (ing., multilist).

Dada esta politica de representacion, las operaciones sobre las relaciones quedan asi:

- Insertar un par: se busca la lista de la fila y la columna del elemento y se encadena la
celda. Las celdas se han de mantener odenadas porque la especificacion establece
que fila y columna deben devolver un conjunto ordenado y asi no es necesario un
proceso explicito de ordenacidn; ademas, la obtencion ordenada de los elementos
puede ser Util en algunos contextos. Notemos que la insercidon ordenada no enlentece
en exceso la operacién porque, igualmente, para evitar las repeticiones hay que
recorrer una de las listas para ver si el par existe o no.

- Borrar un par: se busca el par en la fila o la columna involucradas. Para actualizar las listas
hay que conocer la posicién que ocupan los elementos que lo preceden, lo que exigira
una exploracién adicional en la lista en la que no se haya buscado el par. Esta segunda
busqueda puede evitarse encadenando doblemente las listas correspondientes.

- Comprobar si un par existe: hay que recorrer una de las dos listas a la que pertenece
hasta encontrarlo o llegar al final sin éxito. En el caso de que la longitud esperada de
uno de los dos tipos de listas (de filas o de columnas) sea significativamente menor que
la del otro, tal vez resulte mejor buscar en las primeras.

- Obtener una fila o columna: hay que recorrer la lista y formar el conjunto resultante.
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Existen todavia un par de detalles por concretar:

- Todas las celdas de una fila y de una columna estdn encadenadas, pero no hay un
camino de acceso a la primera celda. Es necesario, pues, afadir una tabla que asocie a
cada elemento su lista; si el numero de filas y columnas es acotado y enumerable, se
puede implementar la tabla con un simple vector de apuntadores a la primera celda de
cada fila y de cada columna, si no, hay que organizar estos apuntadores en una lista o
bien utilizar tablas de dispersion o arboles de busqueda, si se pide un acceso eficiente.

- Los nodos se almacenan en un unico vector o en memoria dinamica segun se conozca
0 no el numero de pares que habra en la relacion.

- Dentro de las celdas no hay ninguna informacién que indique qué columna o fila
representan. Hay varias soluciones a este problema:

¢ Afadir a cada celda los identificadores de la fila y la columna a los que pertenece. Es
la solucion éptima en tiempo, a costa de mantener dos campos adicionales.

¢ Cerrar circularmente las listas, de forma que el Ultimo nodo de cada lista "apunte” a
su cabecera; entonces la cabecera tendra que identificar la fila o columna
correspondiente. Hay que resaltar que, en este contexto, la circularidad significa
que el ultimo elemento de una lista se encadena a su apuntador de inicio citado en
el punto anterior. Esta opcién es mas costosa en tiempo, porque para saber la fila o la
columna a la que pertenece un elemento hay que recorrer la lista hasta el final. En
cuanto al espacio, puede acarrear mas o menos problemas segun el uso de
vectores o punteros en las diferentes estructuras encadenadas, y dependiendo de
que la relaciéon sea valorada o no, lo que puede permitir aprovechar campos ya
existentes o bien obligar a declarar alguno adicional, posiblemente usando el
mecanismo de tuplas variantes, si el lenguaje de programacion lo presenta.

¢ Se puede optar por una solucién intermedia: un tipo de listas con identificadores y
el otro circular. Esta solucién es util cuando la longitud esperada de uno de los dos
tipos es pequena; asi, en el ejemplo de alumnos y asignaturas, como la lista de
asignaturas por alumno siempre serd muy corta, se podra implementar circularmente,
mientras que para las otras parece mas adecuado el uso de identificadores.

En la figura 6.4 se muestra una representacién de las multilistas en las que tanto las filas
como las columnas forman listas circulares, usando vectores para acceder al inicio e
implementando con punteros las estructuras lineales necesarias; se supone pues que los
géneros A y B son validos como indice de vector lo que se traduce en el uso de
ELEM_ORDENADO como universo de caracterizacion. Destacamos el uso de tuplas
variantes para la implementacion del tipo de las celdas, y de diversas operaciones privadas
cuyo comportamiento se especifica convenientemente. Notemos también que la ausencia
de fantasmas complica algunos algoritmos, pero aun asi no se incluyen para ahorrar espacio a
la estructura. Por ultimo, destaquemos que el invariante evita que dos listas de filas o dos
listas de columnas compartan nodos, porque se violaria la condicién de igualdad dada.
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universo MULTILISTA_TODO_CIRCULAR (A, B son ELEM_ORDENADO)
implementa RELACION (A,BsonELEM_<_=)

usa BOOL

tipo relacion es tupla
fil es vector [A.elem] de ~nodo
col es vector [B.elem] de ~nodo

ftupla
ftipo
tipo privado nodo es

tupla
caso ult_fil? de tipo bool igual a

cierto entonces punt_fil es A.elem

falso entonces enc_fil es ~nodo
caso ult_col? de tipo bool igual a

cierto entonces punt_col es B.elem

falso entonces enc_col es *nodo

ftupla
ftipo
invariante (r es relacioén)
Va: aeA.elem: rfil[a] # NULO = (cabecera_fil(rfilla]) =a A ord_fil(rfil[a])) A
Vb: be B.elem: r.col[b] # NULO = (cabecera_col(r.col[b]) A ord_col(r.col[b])) = b
donde se define cabecera_fil: ~’nodo — A.elem como:
pA.ult_fil? = cabecera_fil(p) = p~.punt_fil
=pA.ult_fil? = cabecera_fil(p) = cabecera_fil(p~.enc_fil),
ord_fil: ~nodo — bool como:
pA.ult_fil? = ord_fil(p) = pA.cierto
—pAult_fil? = ord_fil(p) = (cabecera_col(p) < cabecera_col(pM.enc_fil)) A
A ord_fil(p~.enc_fil)
y de forma similar ord_col y cabecera_col

funcién crea devuelve relacion es
varres relacion; a es A.elem; b es B.elem fvar
para todo adentro de A.elem hacer rfil[a] := NULO fpara todo
para todo b dentro de B.elem hacer r.col[b] := NULO fpara todo
devuelver

funcién existe? (r es relacion; a es A.elem; b es B.elem) devuelve bool es
var antf, antc, p son ”nodo; esta? es bool fvar
{se apoya integramente en la funcién auxiliar busca}
<esta?, antf, antc, p> :=busca(r,a,b) {esta? indica si <a, b> estaenr}
devuelve esta?

Fig. 6.4: universo para la implementacién del tipo abstracto de las relaciones.
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funcidn inserta (r es relacion; a es A.elem; b es B.elem) devuelve relacion es
var antf, antc, p son ”nodo; esta? es bool fvar
<esta?, antf, antc, p> := buscal(r, a, b)
si —esta? entonces {si existe, nada}
p := obtener_espacio
sip = NULO entonces error {no hay espacio}
si no {insercién ordenada en la lista de filas, controlando si la fila esta vacia}
si antf = NULO entonces pA.ult_fil := (rfilla] = NULO) si no pA.ult_fil := antfA.ult_fil fsi
si pA.ult_fil entonces pA.punt_fil := a si no pA.enc_fil := antfr.enc_fil fsi
si antf = NULO entonces rfilla] := p si no antfA.ult_fil := falso; antfA.enc_fil := p fsi
{repeticion del proceso en la lista de columnas}
si antc = NULO entonces p~.ult_col := (r.col[b] = NULO) si no pA.ult_col := antcA.ult_col fsi
si pA.ult_col entonces p~.punt_col := b si no pA.enc_col := antc.enc_col fsi
si antc = NULO entonces r.col[b] := p si no antcA.ult_col := falso; antc”.enc_col := p fsi
fsi
fsi
devuelver

funcién borra (r es relacion; a es A.elem; b es B.elem) devuelve relacién es
var antf, antc, p son”nodo; esta? es bool fvar
{si existe, se obtienen los apuntadores a la celda y a sus predecesores en las listas}
<esta?, antf, antc, p> := busca(r, a, b)
si esta? entonces {si no existe, nada}
{supresion de la lista de filas, vigilando si es el primero y/o el ultimo}
opcion
caso antf = NULO A pA.ult_fil? hacer rfilla] := NULO
caso antf = NULO A - pA.ult_fil? hacer rfil[a] := p~.enc_fil
caso antf # NULO A pA.ult_fil? hacer antfA.ult_fil? := cierto; antfA.punt_fil := a
caso antf # NULO A - pA.ult_fil? hacer antfr.enc_fil := pA.enc_fil
fopcion
{repeticién del proceso en la lista de la columna}
opcion
caso antc = NULO A pA.ult_col? hacer r.col[b] := NULO
caso antc = NULO A —pA.ult_col? hacerr.col[b] := p*.enc_col
caso antc # NULO A pA.ult_col? hacer antc/.ult_col? := cierto; antc/.punt_col := a
caso antc # NULO A —pA.ult_col? hacer antcM.enc_col := pA.enc_col
fopcidn
liberar_espacio(p)
fsi
devuelver

Fig. 6.4: universo para la implementacion del tipo abstracto de las relaciones (cont.).

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Relaciones binarias y grafos 313

{Funciones fila y columna: siguen el encadenamiento correspondiente y, para cada
celda, averiguan la columna o la fila siguiendo el otro campo. Esta indagacion se lleva a
término usando diversas funciones auxiliares}

funciénfila (r es relacién; a es A.elem) funcién columna (r es relacién; b es B.elem)

devuelvecijt_b es devuelvecjt_aes
var s es cjt_b; p esnodo fvar var s escjt_a; p es *nodo fvar
s :=crea; p := rfil[a] s :=crea; p := r.col[b]
sip#NULO entonces sip #NULO entonces
mientras —pA.ult_fil? hacer mientras —pA.ult_col? hacer
s ;= ahade(s, qué_col(r, p)) s := ahade(s, qué_fil(r, p))
p := pA.enc_fil p := pM.enc_col
fmientras fmientras
s := ahade(s, qué_col(r, p)) s ;= anade(s, qué_fil(r, p))
fsi fsi
devuelve s devuelve s

{Funcion busca_col(r, p) — <qué_b, antc>: usada en busca, busca la columna que
representa p dentro de la relacion r y, ademas, devuelve el apuntador al anterior dentro
de la lista de la columna (que valdra NULO si el elemento es el primero de la columna);
existe una funcion busca_fil, similar pero actuando sobre las listas de filas

P =p = NULO A (3b: beB.elem: pecadena_col(r.col[b]))
Q =qué_b = cabecera_col(p) A
(antc # NULO = antc”.enc_col = p) A (antc = NULO = r.col[qué_b] = p),
siendo cadena_col similar a cadena siguiendo el encadenamiento de columna}
funcién privada busca_col (r es relacion; p es *nodo) devuelve <B.elem, ~nodo> es
var antc, p, temp son *nodo; qué_b es bool fvar
{primero, se busca la columna}
temp :=p
mientras ~temp/.ult_col? hacer temp := temp”.enc_col fmientras
qué_b :=temp”.punt_col {ya esta localizada}
{a continuacion, se busca el anterior a p en la columna}
antc := NULO; temp :=r.col[qué_b]
mientras temp # p hacer antc := temp; temp := temp”.enc_col fmientras
devuelve <qué_b, antc>

{Funcion auxiliar qué_col(r, p): busca la columna que representa p dentro de la relacién r;
existe una funcién qué_fil, similar pero actuando sobre las filas.
P =p = NULO A (3b: beB.elem: pecadena_col(r.col[b]))
Q = qué_col(r, p) = cabecera_col(p) }
funcién privada qué_col (r es relacién; p es ~nodo) devuelve B.elem es
mientras - pA.ult_col? hacer p := p”.enc_col fmientras
devuelve pA.punt_col

Fig. 6.4: universo para la implementacién del tipo abstracto de las relaciones (cont.).
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{Funcidn auxiliar busca(r, a, b) — <encontrado, antf, antc, p>: en caso que el par <a, b>
exista, pone encontrado a cierto y devuelve: el apuntador p al elemento que lo representa
dentro de las listas de filas y de columnas de la relacién r, y también los apuntadores antf y
antc a sus antecesores en estas listas; en caso que el par sea el primero de alguna lista
devuelve NULO en el puntero correspondiente al anterior en esta llista. En caso que el par
<a, b> no exista pone encontrado a falso y antf y antc apuntan a los anteriores (segun el
criterio de ordenacidén correspondiente) de b y de a en las listas correspondientes a la fila
a y alacolumnab; en caso que a o b no tengan menores en la lista correspondiente, el
puntero devuelto vale NULO
P =cierto
Q = encontrado = 3q: qe cadena_fil(r.fil[a]): cabecera_col(q) =b A
encontrado = (cabecera_fil(p) = a) A (antf # NULO = antfA.enc_fil = p) A
(cabecera_col(p) = b) A (antc # NUL = antc”.enc_col = p)
= encontrado = (antf # NULO = cabecera_col(antf) < b) A
(antc # NULO = cabecera_fil(antc) < a) A
(antf = NULO A rfilla] # NULO) = cabecera_col(rfilla]) > b A
(antc = NULO A r.col[b] # NULO) = cabecera_fil(r.col[b]) > a
siendo cadena_fil similar a cadena siguiendo el encadenamiento de fila}

funcién privada busca (r es relacién; a es A.elem; b es B.elem)
devuelve <bool, *nodo, ~nodo, *nodo> es
var encontrado, éxito es bool; antf, antc, p son”~nodo; qué_b es B.elem fvar
encontrado := falso; éxito := falso
sirfilla] = NULO entonces antf := NULO
si no p :=rfilla]; antf := NULO {se busca por la fila; antf : anterior en la fila}
mientras — pA.ult_fil? A = éxito hacer
<qué_b, antc> := busca_col(r,p) {antc: anterior en la columna}
siqué_b > b entonces éxito := cierto; encontrado := (qué_b = b)
si no antf := p; p := p~.enc_fil
fsi
fmientras
si - éxito entonces { tratamiento de la ultima clave }
<qué_b, antc> := busca_col(r, p)
siqué_b = b entonces encontrado := cierto
si nosiqué_b < b entonces antf ;= p fsi
fsi
fsi
fsi
... repeticién del proceso en la lista de columnas
devuelve <encontrado, antf, antc, p>

funiverso

Fig. 6.4: universo para la implementacién del tipo abstracto de las relaciones (cont.).
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6.2 Grafos

En la seccion anterior hemos introducido el TAD de las relaciones binarias sobre dos
dominios cualesquiera de elementos; si los dos dominios son el mismo, la relacién se
denomina grafo® (ing., graph). Por ello, se puede considerar un grafo como un conjunto de
pares ordenados tales que los elementos de cada par cumplen el enunciado de la relacion;
los elementos del dominio de la relacion se llaman vértices o nodos (ing., vertex o node) y el
par que representa dos vértices relacionados se llama arista o arc (ing., edge o arc).

Un ejemplo tipico de grafo es la configuracién topoldgica de una red metropolitana de
transportes, donde los vértices son las estaciones y las aristas los tramos que las conectan. A
menudo los grafos representan una distribucién geografica de elementos dentro del
espacio* (ciudades, componentes dentro de un circuito electrénico, computadores
pertenecientes a una red, etc.). La representacion de la red metropolitana en forma de grafo
permite formular algunas cuestiones interesantes, como por ejemplo averiguar el camino mas
rapido para ir de una estacion a otra. El estudio de éste y otros algoritmos configura el nucleo
central del resto del capitulo. Hay que destacar, no obstante, que no se introducen algunas
versiones especialmente habiles de estos algoritmos, puesto que su dificultad excede los
objetivos de este libro, sobre todo en lo que se refiere al uso de estructuras de datos
avanzadas; el lector que esté interesado puede consultar, por ejemplo, [BrB87] para una
vision general y [CLR90] para un estudio en profundidad.

Del mismo modo que hay varios tipos de listas o de arboles, se dispone de diferentes
modelos de grafos. Concretamente, definimos cuatro TAD que surgen a partir de las cuatro
combinaciones posibles segun los dos criterios siguientes:

- Un grafo es dirigido (ing., directed; también se abrevia por digrafo) si la relacion no es
simétrica; si lo es, se denomina no dirigido.

- Un grafo es etiquetado (ing., labelled o weighted) si la relacién es valorada; si no lo es,
se denomina no etiquetado. Los valores de la relacion son sus etiquetas (ing., label).

En la fig. 6.5 se presenta un ejemplo de cada tipo. Para mostrar los grafos graficamente, se
encierran en un circulo los identificadores de los vértices y las aristas se representan
mediante lineas que unen estos circulos; las lineas llevan una flecha si el grafo es dirigido v,
si es etiquetado, el valor de la etiqueta aparece a su lado. En cada caso se dice cuadl es el
conjunto V de vértices y el enunciado R de la relaciéon. En el resto de la seccidn
estudiaremos detalladamente la especificacion y la implementacion de los grafos dirigidos y
etiquetados, y comentaremos brevemente los otros modelos.

® Hay una clase particular de grafos, llamados grafos bipartitos (ing., bipartite graph), que pueden
definirse sobre dos dominios distintos, que no se estudian aqui; v., por ejemplo, [AHU83, pp.245-249].
* De hecho, los grafos fueron definidos en el siglo XVIII por el matematico L. Euler para decidir si era
posible atravesar todos los puentes de la ciudad de Kénigsberg, Prusia (actualmente Kaliningrado,
Rusia, ciudad bafada por un rio que rodea una isla) sin pasar mas de una vez por ninguno de ellos.
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Ejemplo 1: Transportes Metropolitanos|  Ejemplo 2. Conjunto de férmulas.

de Barcelona V = {A1, B5, D9, E3, H12}

V = {Horta, Sants, Espanya, Clot, R = "usa en su definicion"
Montbau}
R = "estan en la misma linea" A1

A1 = B5+D9*H12 Y

H12 = B5-E3
B5 = D9+1

Ejemplo 3. Distancia entre ciudades.| Ejemplo 4. Tiempo de viaje.

V = {Barcelona, Madrid, Cérdoba} V = {Barcelona, Madrid, Las Palmas}
R = "distancia" R = "horas transcurridas"

Barcelona Barcelona

621 Coérdoba

Las Palmas

Madrid Madrid

Fig. 6.5: diversos ejemplos de grafos.
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6.2.1 Modelo y especificacion

Dado un dominio V de vértices y un dominio E de etiquetas, definimos un grafo dirigido y
etiquetado, g, como una funcién que asocia etiquetas a pares de vértices, ge{f:VxV - E}
(igual que las relaciones binarias valoradas, de las cuales son un caso particular). A partir de
ahora, denotaremos por n el numero de vértices del grafo ge{f:VxV —->E },n=IIV I,y por a
el numero de aristas, a= lldom(g)Il. Por lo que respecta al resto de modelos, en los grafos no
dirigidos tenemos que, dados dos vértices cualesquiera u y v, se satisface la condicion
<u, v>edom(g) < <v, u>edom(g) A g(u, v) = g(v, u), mientras que en el caso de grafos g no
etiquetados, el codominio de la funcion es el algebra B de valores cierto y falso,
geff:VxV — B}, donde g(u, v) vale cierto si u y v cumplen el enunciado de la relacion®.

Cabe destacar que la mayoria de textos del ambito de las estructuras de datos definen un
grafo como un par ordenado de dos conjuntos, el conjunto de vértices y el conjunto de
aristas. La especificacion, la implementacion y los diversos algoritmos sobre grafos que se
presentan en este libro pueden adaptarse sin problemas a este modelo.

De ahora en adelante supondremos que V es finito (y, por consiguiente, dom(g) también); si
no, la mayoria de los algoritmos y las implementaciones que estudiaremos en las proximas
secciones no funcionaran. Supondremos también que no hay aristas de un vértice a si
mismo (es decir, que la relacion es antirreflexiva), ni mas de una arista entre el mismo par de
vértices si el grafo es no dirigido, ni mas de una arista en el mismo sentido entre el mismo par
de vértices si el grafo es dirigido; estas propiedades seran garantizadas por la especificacion
algebraica del tipo. En estas condiciones, el nimero maximo de aristas® de un grafo dirigido
de n nodos es n2-n, si de cada nodo sale una arista al resto (en los grafos no dirigidos, hay
que dividir esta magnitud por dos); este grafo se denomina completo (ang., complete o full).
Si el grafo no es completo, pero el nimero de aristas se acerca al maximo, diremos que es
denso; por el contrario, si el grafo tiene del orden de n aristas o menos, diremos que es
disperso. Supondremos, por ultimo, que E presenta un valor especial 1, que denota la
inexistencia de arista; si el valor 1L no puede identificarse en E, se pueden hacer las mismas
consideraciones que en el TAD de las relaciones valoradas.

Dado g un grafo dirigido y etiquetado, ge{f : V xV — E }, dados u,veV dos vérticesy e eE
una etiqueta, e #_L, definimos las siguientes operaciones sobre el tipo:

- Crear el grafo vacio: crea, devuelve la funciéon @ tal que dom(d) = @. Es decir, @
representa el grafo con todos los vértices, pero sin ninguna arista.

- Ahadir una nueva arista al grafo: anade(g, u, v, €) devuelve el grafo g' definido como:
¢ dom(g') = dom(g) U {<u, v>} Ag'(u, v) =€
O VU,V <u',v'>e dom(g') - {<u, v>}: g'(u’, v') = g(u’, V).

S En este tipo de grafo se puede adoptar también el modelo R v,y de las relaciones no valoradas.

® El nimero méaximo de aristas interviene en el célculo de la cota superior del coste de los algoritmos
sobre grafos.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



318 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

- Borrar una arista del grafo: borra(g, u, v) devuelve el grafo g' definido como:
¢ dom(g') = dom(g) - {<u, v>}.
O VU,V <u',v'>edom(g"): g'(u’, v') = g(u’, v').
- Consultar la etiqueta asociada a una arista del grafo: etiqueta(g, u, v), devuelve g(u, v) si
<u, v>edom(g), y L en caso contrario.

- Obtener el conjunto de vértices a los cuales llega una arista desde uno dado, llamados
sucesores (ing., successor), juntamente con su etiqueta: suc(g, u) devuelve el
conjunto recorrible se P(V xE), talque Vv:veV:<u,v>edom(g) & <v, g(u, v)>€s.

- Obtener el conjunto de vértices de los cuales sale una arista a uno dado, llamados
predecesores (ing., predecessor), juntamente con su etiqueta: pred(g, v) devuelve el
conjunto recorrible se P(V xE), talque Vv:veV: <u, v>edom(g) & <u, g(u, v)>€s.

Notemos, pues, que el modelo de los grafos dirigidos etiquetados es casi idéntico al de las
relaciones binarias valoradas y esto se refleja en la especificacion algebraica
correspondiente, que consiste en una instancia de las relaciones, asociando el tipo de los
vértices a los dos géneros que definen la relacion y el tipo de las etiquetas como valor de la
relacion; los vértices seran un dominio con una relacién de orden <. Previamente se hacen
diversos renombramientos para mejorar la legibilidad del universo y, después de la instancia,
se renombran algunos simbolos para obtener la nueva signatura. Como la relacion se define
sobre un unico dominio de datos, los tipos de los pares y de los conjuntos definidos en el
universo de las relaciones son idénticos y, por ello, se les da el mismo nombre’. Por ultimo,
se prohiben las aristas de un nodo a si mismo y la insercion de aristas indefinidas (esta ultima
restriccion posiblemente ya existiria en RELACION_VALORADA).

universo DIGRAFO_ETIQ(V es ELEM_<_=, E esELEM_ESP) es
renombra V.elem por vértice, E.elem por etiq, E.esp porindef
instancia RELACION_VALORADA(A, B son ELEM_<_=, X es ELEM_ESP) donde
A.elem, B.elem son vértice, A.=, B.=son V.=, A.<, B.<sonV.<
X.elem es etiq, X.esp es indef
renombra a_y_valor por vértice_y_etiq, cjt_a_y_valor por cjt_vértices_y_etigs
b_y_valor por vértice_y_etiq, cjt_b_y_valor por cjt_vértices_y_etigs
_.apor_.v,_.bpor_.v,_.valpor_.et
relacion por grafo, inserta por afnade, consulta por etiqueta
fila por suc, columna por pred

error Vge grafo; Vve vértice; Vee etiq: ahade(g, v, v, e); aflade(g, v, w, indef)

funiverso

Fig. 6.6: especificacion del TAD de los grafos dirigidos y etiquetados.

" Formalmente este paso no es del todo correcto, porque los dos tipos son diferentes aunque se llamen
igual, pero se podria corregir con poco esfuerzo anadiendo funciones de conversion del tipo; como el
resultado complicaria el universo innecesariamente, se deja tal como esta.
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En cuanto al resto de modelos, hay pocos cambios en la especificacion. En los grafos no
etiquetados desaparece el universo de caracterizacion de las etiquetas y, en consecuencia,
la operacion etiqueta, sustituida por la operacién existe?: grafo vértice vértice — bool, que
responde si dos vértices estan directamente unidos o no por una arista. Por lo que respecta
a los grafos no dirigidos, hay que establecer una relacion de conmutatividad de los dos
vértices parametros de afiade. Por otro lado, la distincién entre sucesores y predecesores de
un vértice no tiene sentido y se sustituye por el concepto mas general de adyacencia (ing.,
adjacency): en un grafo no dirigido, dos vértices son adyacentes si hay una arista que los
une.

Una caracteristica comun a todos estos modelos de grafo es que el conjunto de sus vértices
es fijo; no obstante, ocasionalmente puede interesar que sea un subconjunto W, W =V,
que pueda crecer y menguar durante la existencia del grafo. Esta variacién introduce un
cambio en el modelo porque a las operaciones del tipo habra que anadir dos mas para poner
y sacar vértices del grafo, y otra para comprobar su presencia. La construccion precisa del
modelo, asi como su especificacion e implementacion, quedan como ejercicio para el lector.

Por ultimo, antes de comenzar a estudiar implementaciones y algoritmos, definimos diversos
conceptos a partir del modelo Utiles en secciones posteriores (la especificacion algebraica de
los mismos se propone en el ejercicio 6.1). Un camino (ing., path) de longitud s > 0 dentro de
un grafog e{f : VxV — E } es una sucesién de vértices vy...vg, v; €V, tales que hay una arista
entre todo par consecutivo de nodos <v;, v;,;> de la secuencia. Dado el camino v...vg,
diremos que sus extremidades son v, Yy Vg, y al resto de vértices los denominaremos
intermedios. Igualmente, diremos que es propio (ing., proper) si s > 0; que es abierto si
Vo #Vs, 0 cerrado en caso contrario; que es simple si no pasa dos veces por el mismo vértice
(exceptuando la posible igualdad entre extremidades) y que es elemental si no pasa dos
veces por el mismo arco (un camino simple es forzosamente elemental). Por otro lado, el
camino wy...w, es subcamino (ing., subpath) del camino v...v, si esta incluido en él, es decir,
si se cumple la propiedad: Ji: 0 <i £ s-r-1: vy...Vg = Vg...ViWg...WVi,,0...Vs. NOtemos que
todas estas definiciones son independientes de si el grafo es 0 no dirigido y de si es 0 no
etiquetado.

Dado un grafo g €{f : V x V — E }, diremos que dos vértices v,w €V estan conectados si
existe algun camino dentro de g que tenga como extremidades v y w; el sentido de la
conexion es significativo si el grafo es dirigido. Si todo par de vértices de V esta conectado
diremos que g es conexo (ing., connected); en caso de grafos dirigidos, requeriremos la
conexion de los vértices en los dos sentidos y hablaremos de un grafo fuertemente conexo
(ing., strongly connected). Definimos un componente conexo (ing., connected component;
fuertemente conexo en el caso dirigido) del grafo g 0, simplemente, componente, como un
subgrafo de g conexo maximal (es decir, que no forma parte de otro subgrafo conexo de g);
ungrafo g'e{f:V xV — E } es subgrafo de g sidom(g') = dom(g) y ademas, en caso de ser
etiquetado, se cumple que V<u, v>: <u, v>edom(g'): g'(u, v)=g(u, v)
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O—O—(—
abcbde es camino propio abierto no elemental
abdefg es camino propio abierto simple

abdefd es camino propio abierto elemental no simple
abdg noescamino

Fig. 6.7: estudio de la existencia de caminos en un grafo.

En un grafo dirigido, un ciclo (ing., cycle) es un camino cerrado propio. Si, ademas, el camino
no contiene ningun subcamino cerrado propio, entonces se denomina ciclo elemental. De
forma simétrica, diremos que el ciclo A es un subciclo del ciclo B si A es un subcamino de B.
En el caso de grafos no dirigidos, es necesario evitar ciclos de la forma vw...wv (es decir,
caminos que vuelven al principio pasando por la misma arista de salida); por tanto, haremos
las siguientes precisiones:

- El camino A = vgv;...v,1V, €s simplificable si vg =V, y vy =V, y su simplificacion es el
camino V.

- La simplificacién extendida de un camino es la sustitucion de todo sus subcaminos
simplificables por la simplificacion correspondiente.

- Un ciclo es un camino cerrado propio A tal que su simplificacion extendida sigue siendo
un camino cerrado propio. Si, ademas, la simplificacion extendida de A no contiene
ningun subcamino cerrado propio, entonces el ciclo se denomina ciclo elemental.
Diremos que el ciclo A = v,...vg es un subciclo del ciclo B si A es un subcamino de B.

A no es un ciclo 1 no es un ciclo

A B no es un ciclo 121 no es un ciclo

B C B es un ciclo elemental 1231 es un ciclo elemental
B C B C B es un ciclo no elemental 12321 noesunciclo

Fig. 6.8: estudio de la existencia de ciclos en un grafo.
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6.2.2 Implementacion

Estudiaremos tres tipos de implementaciones para grafos dirigidos y etiquetados; la
extension al resto de casos es inmediata y se comenta brevemente al final de la seccién.
Consideramos que los vértices se pueden usar directamente para indexar vectores® y
obtenerlos uno detras de otro en un bucle "para todo" mediante las operaciones definidas
en ELEM_ORDENADO (v. fig. 5.30)..

a) Implementacién por matriz de adyacencia

Dado g un grafo dirigido y etiquetado definido sobre un dominio V de vértices y con
etiquetas de tipo E, ge{f : V x V — E }, definimos una matriz bidimensional M, indexada por
pares de vértices, que almacena en cada posicion M[u, v] la etiqueta de la arista que une u y
v. Si entre los vértices u y v no hay ninguna arista, el valor de M[u, v] es el valor indefinido de
las aristas (de acuerdo con la especificacidon del tipo); si la especificacion no considera la
existencia de este valor especial, se requiere afadir a cada posicién un campo booleano que
marque la ausencia de arista.

Fig. 6.9: un grafo y su implementacion por matriz de adyacencia.

En la fig. 6.10 se muestra una posible implementacion de esta estrategia. Notemos el uso
implicito de las instancias de los pares y de los conjuntos recorribles, formuladas en la
especificacion de las relaciones y renombradas en la especificacion de los grafos. Por su
parte, el invariante simplemente confirma la inexistencia de aristas de un vértice a si mismo, lo
cual obliga a que las posiciones de la diagonal principal valgan L. Como esta representacién
exige comparar etiquetas, el universo de caracterizacion correspondiente es
ELEM_ESP_=, similara ELEM_2_ESP_=(v. fig. 4.18) pero con una unica constante esp. La
ordenacion de los elementos en suc y pred coincide con el recorrido ordenado de las filas y
columnas de la matriz.

® Si no, seria necesario usar el TAD tabla como alternativa a los vectores; segun la eficiencia exigida,
la tabla se podria implementar posteriormente por dispersion, arboles de busqueda o listas.
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universo DIGRAFO_ETIQ_MATRIZ(V es ELEM_ORDENADO, E esELEM_ESP_=) es
implementa DIGRAFO_ETIQ(V es ELEM_<_=, E esELEM_ESP)

renombra V.elem por vértice, E.elem por etiq, E.esp porindef
usa BOOL
tipo grafo es vector [vértice, vértice] de etiq ftipo

invariante (g es grafo): Vv: ve vértice: g[v, v] = indef

funcién crea devuelve grafo es
var g es grafo; v, w son vértice fvar
para todo v dentro de vértice hacer
para todo w dentro de vértice hacer g[v, w] := indef fpara todo

fpara todo
devuelve g

funcién afade (g es grafo; v, w son vértice; et es etiq) devuelve grafo es
si (v=w) v (et = indef) entonces error si no g[v, w] := et fsi
devuelve g

funcién borra (g es grafo; v, w son vértice) devuelve grafo es
glv, w] := indef
devuelve g

funcion etiqueta (g es grafo; v, w son vértice) devuelve etiq es
devuelve g[v, w]

funcién suc (g es grafo; v es vértice) devuelve cjt_vértices_y_etigs es
varw es vértice; s es cjt_vértices_y_etiqgs fvar
s :=crea
para todo w dentro de vértice hacer
sig[v, w] # indef entonces s := afiade(s, <w, g[v, w]>) fsi

fpara todo
devuelve s

funcién pred (g es grafo; v es vértice) ret cjt_vértices_y_etigs es
var w es vértice; s es cjt_vértices_y_etigs fvar
s :=crea
para todo w dentro de vértice hacer
sig[w, v] # indef entonces s := afiade(s, <w, g[w, v]>) fsi
fpara todo
devuelve s

funiverso

Fig. 6.10: implementacién de los grafos dirigidos etiquetados por matriz de adyacencia.
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El coste temporal de la representacién, suponiendo una buena implementacion de los
conjuntos recorribles (v. seccion 4.5), queda: crea es O(n2), las operaciones individuales
sobre aristas son ©(1) y tanto suc como pred quedan ©(n), independientemente de cuantos
sucesores o predecesores tenga el nodo en cuestion. Asi, el coste de consultar todas las
aristas del grafo es ©(n2). El coste espacial de la estructura es considerable, ©(n2).

b) Implementacién por listas de adyacencia
Para un grafo g dirigido y etiquetado, definido sobre un dominio V de vértices y con
etiquetas de tipo E, ge{f: Vx V — E }, se asocia a cada vértice una lista con sus sucesores;
para acceder al inicio de estas listas, se usa un vector indexado por vértice.

Fig. 6.11: implementacion del grafo de la fig. 6.9 por listas de adyacencia.

Para que la implementacion sea correcta respecto la especificaciéon, deben ordenarse las
listas de sucesores usando la operacién <. Esta es una diferencia fundamental con la
implementacion de grafos por listas de adyacencia propuestas en otros textos, donde el
orden de los nodos es irrelevante. También se podria haber elegido una nocién de
correcciéon de las implementaciones menos restrictiva que la usada aqui, pero hemos
preferido no salirnos del enfoque seguido en el resto del libro. En todo caso, la eficiencia
asintética no se ve afectada por el hecho de ordenar las listas o no ordenarlas.

En la fig. 6.12 se muestra una posible implementacion de esta estrategia, que representa las
citadas listas usando una instancia de las listas con punto de interés que incluya operaciones
de insertar y borrar segun el orden de los elementos; el resultado es una codificacién simple,
clara, modular y resistente a las modificaciones. Se exige una representacién encadenada
por punteros, por motivos de eficiencia. Notemos que la situacién concreta del punto de
interés no es significativa y, por ello, no necesita mantenerse durante la ejecucién de las
diversas operaciones (si bien podria acarrear alguna inconsistencia al definir el modelo
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inicial). El invariante del grafo confirma de nuevo la ausencia de aristas de un vértice a si
mismo con una variante de la tipica funcion cadena, que se define usando operaciones del
TAD lista; las listas cumpliran su propio invariante (en concreto, el criterio de ordenacion de
los elementos). El universo introduce una funcién auxiliar, busca, que devuelve un booleano
indicando si un elemento dado estéa dentro de una lista 0 no y, en caso afirmativo, coloca el
punto de interés sobre él; gracias a esta funcion, evitamos algun recorrido redundante de la
lista ordenada.

universo DIGRAFO_ETIQ_LISTAS(V es ELEM_ORDENADO, E es ELEM_ESP) es
implementa DIGRAFO_ETIQ(V esELEM_<_=, E esELEM_ESP)

renombra V.elem por vértice, E.elem por etiq, E.esp porindef
usa BOOL

instancia LISTA_INTERES_ORDENADA(ELEM_<) donde
elem es vértice_y_etiq, < esV.<
implementada con LISTA_INTERES_ORDENADA_ENC_PUNT(ELEM_<)

renombra lista por lista_vértices_y_etiq

tipo grafo es vector [vértice] de lista_vértices_y_etigs ftipo

invariante (g es grafo): Vv: ve vértice: ve cadena(principio(g[v]))
donde cadena: lista_vértices_y_etigs — P(vértice) se define como:
final?(l) = cadena(l) = @
—final?(l) = cadena(l) = {actual(l).v} U cadena(avanza(l))

funcién crea devuelve grafo es
var g es grafo; v es vértice fvar
para todo v dentro de vértice hacer
glv] := LISTA_INTERES_ORDENADA .crea

fpara todo
devuelve g

funcién afiade (g es grafo; v, w son vértice; et es etiq) devuelve grafo es
var esta? es bool fvar
si (v=w) v (et = indef) entonces error {arista reflexiva}
si no <g[v], esta?> := busca(g[v], w)
si esta? entonces
glv] := LISTA_INTERES_ORDENADA .borra_actual(g[v])

fsi
glv] := LISTA_INTERES_ORDENADA .inserta_actual(g[v], <w, et>)
fsi
devuelve g

Fig. 6.12: implementacion de los grafos dirigidos etiquetados por listas de adyacencia.
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funcién borra (g es grafo; v, w son vértice) devuelve grafo es
var esta? es bool fvar

<glv], esta?> := busca(g[v], w)

si est4? entonces g[v] := LISTA_INTERES_ORDENADA .borra_actual(g[v]) fsi
devuelve g

funcién etiqueta (g es grafo; v, w son vértice) devuelve etiq es
var esta? es bool; et es etiq fvar

<glv], esta?> := busca(g[v], w)

si esta? entonces et := LISTA_INTERES_ORDENADA .actual(g[v]).et si no et := indef fsi
devuelve et

funcion suc (g es grafo; v es vértice) devuelve cjt_vértices_y_etigs es
varw es vértice; s es cjt_vértices_y_etiqgs fvar

s :=crea

para todo wdentro de vértice hacer s := afiade(s, actual(g[w])) fpara todo
devuelve s

funcién pred (g es grafo; v es vértice) devuelve cjt_vértices_y_etigs es
var w es vértice; esta? es bool; s es cjt_vértices_y_etigs fvar
s :=crea
para todo w dentro de vértice hacer
<g[w], esta?> := busca(g[w], v)
siesta? entonces s := afade(s, <w, actual(g[w]).et>) fsi

fpara todo
devuelve s

{Funcidén auxiliar busca(l, v) — <I', esta?>: dada la lista de vértices |, busca el vértice v.
Devuelve un booleano con el resultado de la busqueda; si vale cierto, el punto de
interés queda sobre v; si vale falso, queda sobre el elemento mayor de los mayores, 0 a
la derecha de todo, si v es mayor que el maximo de |

funcioén privada busca (I es lista_vértices_y_etigs; v es vértice)
devuelve <lista_vértices_y_etigs, bool> es

var esta, éxito es bool fvar
| := principio(l); éxito := falso
mientras —final?(l) A — éxito hacer
si actual(l).v > v entonces éxito := cierto si no | := avanza(l) fsi
fmientras
si éxito entonces esta := (actual(l).v = v) si no esta := falso fsi
devuelve <I, esta?>

funiverso

Fig. 6.12: implementacion de los grafos dirigidos etiquetados por listas de adyacencia (cont.).
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Dado el coste constante de las operaciones sobre listas con el punto de interés como medio
de referencia y el coste lineal de suprimir un elemento de una lista ordenada, y suponiendo
de nuevo una buena representacion para los conjuntos recorribles, la eficiencia temporal de
la representacion presenta las siguientes caracteristicas:

-crea queda O(n).

- Las operaciones individuales sobre aristas dejan de ser constantes porque ahora es
necesario buscar un elemento en la lista de sucesores de un nodo. El coste es, pues,
O(k), siendo k el nimero estimado de aristas que saldran de un nodo; este coste se
convierte en ©(n) en el caso peor.

- La operacién suc queda ©(k), que mejora en el caso medio la eficiencia de la
implementacién por matrices, porque los nodos sucesores estan siempre calculados
en la misma representacion del grafo. No obstante, el caso peor sigue siendo O(n).

- Finalmente, pred queda ©(a+n) en el caso peor; el factor a surge del examen de todas
las aristas (si el vértice no tiene ningun predecesor), mientras que n se debe al hecho
de que, si el grafo presenta menos aristas que nodos, el tiempo de examen del vector
indice pasa a ser significativo. El caso mejor no bajara, pues, de O(n).

Es decir, excepto la creacion (que normalmente no influye en el estudio de la eficiencia) y
suc, el coste temporal parece favorecer la implementaciéon por matriz. Ahora bien,
precisamente el buen comportamiento de suc hace que muchos de los algoritmos que se
presentan en el capitulo sean mas eficientes con una implementacién por listas, porque se
basan en un recorrido de todas las aristas del grafo que se pueden obtener en ©(a+n), frente
al coste ©(n2) de las matrices, siendo0<a <n2-n.

El coste espacial es claramente ©(a+n) que, como mucho, es asintdéticamente equivalente al
espacio ©(n2) requerido por la representacion matricial, pero que en grafos dispersos queda
O(n). Ahora bien, es necesario tener en cuenta que el espacio para los encadenamientos
puede no ser despreciable porque, generalmente, las etiquetas seran enteros y cada celda
de las listas ocupara relativamente mas que una posicidn de la matriz de adyacencia; en
grafos densos, el coste real puede incluso contradecir los resultados asintéticos (v. ejercicio
6.5). Debe notarse también que, si los vértices no son un tipo escalar, no sélo debe
sustituirse el vector indice por una tabla, sino que también es necesario sustituir el campo
vértice por un apuntador a una entrada de la tabla en las listas, si se quiere evitar la
redundancia de la informacion. No obstante, esta opcién obliga a conocer la representacién
elegida para la tabla, motivo por el cual no es posible usar directamente instancias de los tipos
genéricos, pues se violarian las reglas de transparencia de la informacién propuesta en el
texto. Estos comentarios también son validos para la representacién que estudiamos a
continuacion.
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c) Implementacion por multilistas de adyacencia

Ya se ha comentado la extrema ineficiencia de la funcion pred en el esquema de listas de
adyacencia. Si se necesita que esta operacion sea lo mas rapida posible, se puede repetir la
estrategia anterior, pero sustituyendo las listas de sucesores por listas de predecesores, lo
que hace que suc sea ineficiente. Ahora bien, si se exige que suc sea también eficiente,
deben asociarse dos listas a cada vértice, la de sus sucesores y la de sus predecesores. En
realidad esta solucion corresponde al concepto de multilista de grado dos usada para
implementar las relaciones binarias entre dos conjuntos cualesquiera de elementos. En el
caso de los grafos, la relacién binaria se establece entre elementos de un mismo conjunto,
pero este hecho no afecta al esquema general.

En la fig. 6.14 se ofrece una implementacioén instanciando el TAD de las relaciones valoradas;
notemos que, al contrario de la estrategia anterior, no se obliga a representar las multilistas de
una manera concreta, porque las diversas implementaciones que de ellas existen ya se
ocupan de optimizar espacio, y sera el usuario del grafo quien escogera la estrategia
adecuada en su contexto (listas circulares, con identificadores en las celdas, etc.). El
invariante establece, una vez mas, la antirreflexividad de la relacion. La eficiencia de las
operaciones queda como en el caso anterior, excepto pred, que mejora por los mismos
razonamientos que suc. Espacialmente, el coste asintético tampoco cambia, aunque debe
considerarse que ahora el vector indice ocupa el doble y que también hay el doble de
encadenamientos en las celdas (0 mas, segun la representacion de las multilistas).
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Fig. 6.13: implementacién del grafo de la fig. 6.9 por multilistas de adyacencia.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



328 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

universo DIGRAFO_ETIQ_MULTILISTAS(V es ELEM_ORDENADO, E es ELEM_ESP) es
implementa DIGRAFO_ETIQ(V es ELEM_<_=, E es ELEM_ESP)

renombra V.elem por vértice, E.elem por etiq, E.esp porindef
usaBOOL

instancia RELACION_VALORADA(A, B sonELEM_<_=, X es ELEM_ESP) donde
A.elem, B.elem son vértice, X.esp es indef, ...

tipo grafo es relacion ftipo
invariante (g es grafo): Vv: ve vértice: vefila(g, v) A vg columna(g, v)

funcién crea devuelve grafo es devuelve RELACION_VALORADA .crea

funcién afade (g es grafo; v, w son vértice; et es etiq) devuelve grafo es
si (v=w) v (et = indef) entonces error
sinog:= RELACION_VALORADA.inserta(g, v, w, et)
fsi
devuelve g

funcién borra (g es grafo; v, w son vértice) devuelve grafo es
devuelve RELACION_VALORADA.borra(g, v, w)

funcién etiqueta (g es grafo; v, w son vértice) devuelve etiq es
devuelve RELACION_VALORADA .consulta(g, v, w)

funcién suc (g es grafo; v es vértice) devuelve cjt_vértices_y_etigs es
devuelve RELACION_VALORADA fila(g, v)

funcion pred (g es grafo; v es vértice) devuelve cjt_vértices_y_etigs es
devuelve RELACION_VALORADA .columna(g, V)

funiverso

Fig. 6.14: implementacién de los digrafos etiquetados por multilistas de adyacencia.

d) Extension al resto de modelos
Si el grafo es no dirigido, en la matriz de adyacencia no cambia nada en particular, tan sélo
cabe destacar su simetria. En las listas y multilistas de adyacencia, puede optarse por repetir
las aristas dos veces, o bien guardar la arista una vez solamente, en la lista de sucesores del
nodo mas pequefio de los dos segun el orden establecido entre los vértices. Estas
convenciones deben consignarse en el invariante de la representacion.

Si el grafo es no etiquetado, el campo de etiqueta de la matriz se sustituye por un booleano
que indica existencia o ausencia de arista, mientras que en las representaciones
encadenadas simplemente desaparece y entonces el espacio relativo empleado en
encadenamientos es todavia mas considerable.
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6.3 Recorridos de grafos

Con frecuencia, los programas que trabajan con grafos precisan aplicar sistematicamente un
tratamiento a todos los vértices que forman parte de los mismos (es decir, se visitan todos los
vértices del grafo). A veces no importa el orden de obtencién de los nodos y es suficiente un
bucle "para todo" sobre el tipo de los vértices, a veces se necesita imponer una politica de
recorrido que depende de las aristas existentes. El segundo caso conduce al estudio de
diversas estrategias de recorrido de grafos que se presentan en esta seccion; como no
dependen de si el grafo esta etiquetado o no, consideramos el segundo caso.

Por analogia con los arboles, distinguimos diferentes recorridos en profundidad, un
recorrido en anchura y el llamado recorrido por ordenacion topolégica. Todos ellos usan
conjuntos para almacenar los vértices visitados en cada momento porque, a diferencia de los
arboles, puede accederse a un mismo nodo siguiendo diferentes caminos y deben evitarse
las visitas reiteradas. Las operaciones sobre estos conjuntos seran la constante conjunto
vacio, afadir un elemento y comprobar la pertenencia y, por ello, nos basaremos en la
signatura presentada en la fig. 1.29, definiendo una operacion mas, ¢, como - €. Por lo que
respecta a la implementacién, supondremos que las operaciones son de orden constante
(por ejemplo, usando un vector de booleanos indexado por el tipo de los vértices).

Para fijar la signatura definimos los recorridos como funciones recorrido: grafo —lista_vértice,
siendo lista_vértice el resultado de instanciar las listas con punto de interés con el tipo de los
vértices. Se podria considerar la alternativa de introducir operaciones de obtencioén de los
vértices uno a uno segun las diferentes estrategias; el resultado seria el tipo de los grafos
con punto de interés, definibles de manera similar a los arboles. Igualmente, una variante
habitual consiste en incluir la visita de los vértices dentro del recorrido de manera que no sea
necesario construir primero una lista y después recorrerla; la eficiencia de esta opcién choca
frontalmente con la modularidad de los enfoques anteriores. Una politica diferente que
podemos encontrar en diversas fuentes bibliograficas consiste en sustituir la lista por un
vector indexado por vértices de modo que en cada posicion residira el ordinal de visita.
Notemos que esta version es un caso particular de devolver una lista y como tal se podria
obtener efectuando las instancias oportunas. Ahora bien, debemos destacar que el
algoritmo resultante permite eliminar el conjunto de vértices ya visitados, previa inicializacion
del vector a un valor especial; por otra parte, no es posible un recorrido ordenado rapido
posterior del vector, porque es necesario ordenarlo antes.

Tanto en esta seccién como en las siguientes nos centraremos en el estudio de los
algoritmos y no en su encapsulamiento dentro de universos. Por ejemplo, escribiremos las
pre- y postcondiciones y los invariantes de los bucles especialmente interesantes, y
supondremos que todas las instancias necesarias de conjuntos, colas, listas, etc., han sido
formuladas previamente en alguna parte, explicitando las implementaciones que responden
a los requerimientos de eficiencia pedidos. Por lo que respecta al encapsulamiento, tan sélo
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decir que hay tres opciones principales:

- Encerrar cada algoritmo individualmente dentro de un universo: el resultado seria un
conjunto de médulos muy grande, seguramente dificil de gestionar y por ello poco util.

- Encerrar todos los algoritmos referidos a un mismo modelo de grafo en un Unico
universo: si bien facilita la gestion de una hipotética biblioteca de tipos de datos, hay
que tener presente que diferentes algoritmos pueden exigir diferentes propiedades
de partida sobre los grafos (que sean conexos, que no haya etiquetas negativas, etc.).

- Encerrar todos los algoritmos del mismo tipo y referidos a un mismo modelo de grafo en
un unico universo: parece la opcién mas equilibrada, porque todos los algoritmos
orientados a resolver una misma clase de problemas requieren propiedades muy
similares o idénticas sobre el grafo de partida.

6.3.1 Recorrido en profundidad

El recorrido de busqueda en profundidad (ing., depth-first search; algunos autores afiaden
el calificativo "prioritaria") o, simplemente, recorrido en profundidad, popularizado por
J.E. Hopcroft y R.E. Tarjan el afio 1973 en "Efficient algorithms for graph manipulation”,
Communications ACM, 16(6), pp. 372-378, es aplicable indistintamente a los grafos dirigidos
y a los no dirigidos, considerando en el segundo caso cada arista no dirigida como un par de
aristas dirigidas. El procedimiento es una generalizacion del recorrido preorden de un arbol:
se comienza visitando un nodo cualquiera y, a continuacion, se recorre en profundidad el
componente conexo que "cuelga" de cada sucesor (es decir, se examinan los caminos hasta
que se llega a nodos ya visitados o sin sucesores); si después de haber visitado todos los
sucesores transitivos del primer nodo (es decir, él mismo, sus sucesores, los sucesores de
Sus sucesores, y asi sucesivamente) todavia quedan nodos por visitar, se repite el proceso a
partir de cualquiera de estos nodos no visitados. En el resto de la seccion, a los sucesores
transitivos de un nodo los llamaremos descendientes y, simétricamente, a los predecesores
transitivos los llamaremos antecesores; su especificacién se propone en el ejercicio 6.1.

El recorrido en profundidad tiene diferentes aplicaciones. Por ejemplo, se puede usar para
analizar la robustez de una red de computadores representada por un grafo no dirigido (v.
[AHUS8S, pp. 243-245]). También se puede utilizar para examinar si un grafo dirigido presenta
algun ciclo, antes de aplicar sobre él cualquier algoritmo que exija que sea aciclico.

La especificaciéon del recorrido se estudia en el ejercicio 6.31. A la vista de la descripcion
dada queda claro que, en realidad, no hay un unico recorrido en profundidad prioritaria de un
grafo, sino un conjunto de recorridos, todos ellos igualmente validos, y por ello no se
especifica el procedimiento de construccién de una solucién, sino un predicado que
comprueba si una lista de vértices es un recorrido valido para un grafo; generalmente, esta
indeterminacion no causa ningun problema en la aplicacion que necesita el recorrido®. Al

° Podria obligarse a empezar cada recorrido de un nuevo componente por un nodo sin predecesores.
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contrario que los arboles, el indeterminismo es una caracteristica comun a todas las
estrategias de recorridos sobre grafos.

En la fig. 6.15 se presenta un algoritmo recursivo de recorrido en profundidad prioritaria, que
usa un conjunto S para almacenar los vértices ya visitados, y un procedimiento auxiliar para
recorrer recursivamente todos los descendientes de un nodo (incluido él mismo); su
resultado es la lista de los vértices en orden de visita. Tal como establece el invariante, los
elementos de la lista resultado y de S son siempre los mismos, pero el conjunto se mantiene
para poder comprobar rapidamente si un vértice ya esta en la solucién. En el invariante se usa
la operacion subgrafo, cuya especificacion se propone en el ejercicio 6.1. La transformacion
de este algoritmo en iterativo queda como ejercicio para el lector.

P= g es un grafo dirigido y no etiquetado}
funcién recorrido_en_profundidad (g es grafo) devuelve lista_vértices es
var S es cjt_vértices; v es vértice; | es lista_vértices fvar
S :=@; | := LISTA_INTERES.crea
para todo v dentro de vértice hacer
{| = es_recorrido_profundidad(l, subgrafo(g, S)) A
Yu: uevértice: (uel < ueS) A (uel = Vw: wedescendientes(g, u): wel)}
siv¢ S entonces visita_componente(g, v, S, I) fsi
fpara todo
devuelve
{Q = es_recorrido_profundidad(l, g)} -- V. ejercicio 6.31

{P =v ¢S A es_recorrido_profundidad(l, subgrafo(g, S)) A
Yu: uevértice: (uel < ueS) A (uel = VYw: we descendientes(g, u): wel)}
accion privada visita_componente (ent g es grafo; entv es vértice;
ent/sal S es cjt_vértices; ent/sal | es lista_vértices) es
var w es vértice fvar
S:=S u{v}; | := LISTA_INTERES.inserta(l, v)
{visita de todos los descendientes de v}
para todo w dentro de suc(g, v) hacer
{| = es_recorrido_profundidad(l, subgrafo(g, S)) A
Yu: uevértice: (uel < ueS) A (uel A u#v = Vw: wedescendientes(g, u): wel)}
siw¢ S entonces visita_componente(g, w, S, |) fsi
fpara todo
faccion
{Q =v e S A es_recorrido_profundidad(l, subgrafo(g, S)) A
Yu: uevértice: (uel< ueS) A (uel = Vw: we descendientes(g, u): wel)}

Fig. 6.15: algoritmo del recorrido en profundidad prioritaria.
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El recorrido en profundidad estandar se puede modificar adoptando justamente el enfoque
simétrico, sin visitar un nodo hasta haber visitado todos sus descendientes, en lo que se
puede considerar como la generalizacion del recorrido postorden de un arbol. Diversos
textos denominan a este recorrido recorrido en profundidad con numeracién hacia atras o,
simplemente, recorrido en profundidad hacia atras (ing., backward depth-first search); por el
mismo motivo, el recorrido en profundidad estudiado hasta ahora también se denomina
recorrido en profundidad hacia delante (ing., forward depth-first search). En la fig. 6.16 se
presenta un ejemplo para ilustrar la diferencia. Por lo que respecta al algoritmo de la fig. 6.15,
simplemente seria necesario mover la inserciéon de un nodo a la lista tras el bucle.

1,6 2,4 3,2
6,5! 5,3 ’ 4,1 j

Fig. 6.16: numeracion de los vértices de un grafo en un recorrido en profundidad
iniciado en A (izquierda: hacia delante; derecha: hacia atras) considerando
el orden alfabético para resolver indeterminaciones.

El coste temporal del algoritmo depende exclusivamente de la implementacion elegida para
el grafo. Usando una representacion por listas o multilistas de adyacencia obtenemos ©(a+n),
porque, dado un vértice, siempre se consultan las aristas que de él parten, aunque no se
visite mas que una vez; el factor n aparece por si el grafo tiene menos aristas que vértices. Si
se hace la representacion mediante matriz de adyacencia el coste es ©(n2), por culpa del
tiempo lineal de la operacién suc; es decir, si el grafo es disperso, la representacion por listas
es mas eficiente por la rapidez en la obtencidn de todas las aristas del grafo. Por lo que
respecta al espacio adicional empleado, es lineal sobre el nimero de nodos debido al
conjunto.

6.3.2 Recorrido en anchura

El recorrido de busqueda en anchura o expansién (ing., breadth-first search) o,
simplemente, recorrido en anchura es otra estrategia aplicable indistintamente al caso de
grafos dirigidos y no dirigidos, que generaliza el concepto de recorrido por niveles de un
arbol: después de visitar un vértice se visitan los sucesores, después los sucesores de los
sucesores, después los sucesores de los sucesores de los sucesores, y asi reiteradamente.
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Si después de visitar todos los descendientes del primer nodo todavia quedan mas nodos
por visitar, se repite el proceso. La especificacién de este recorrido se propone también en el
ejercicio 6.31.

Una aplicacion tipica del recorrido en anchura es la resolucion de problemas de planificacion,
donde se dispone de un escenario que se puede modelizar mediante un estado. El estado
representa la configuracién de un conjunto de elementos de manera que, si cambia su
disposicion o numero, cambia el estado; los cambios de estado atdmicos (es decir, que no se
pueden considerar como la composicidon de otros cambios mas simples) se denominan
transiciones. En estas condiciones, una cuestion habitual consiste en determinar la
secuencia mas corta de transiciones que lleva de un estado inicial a un estado final, y la
pregunta se puede contestar en términos de un recorrido en expansion de un grafo. De
hecho, en 1959 E.F. Moore introdujo el recorrido en anchura en este contexto, como una
ayuda para atravesar un laberinto ("The shortest path through a maze", en Proceedings of
the International Symposium on the Theory of Switching, Harvard Univesity Press). En el
apartado 7.1.3 se resuelve este problema para una situacién concreta.

El algoritmo sobre grafos dirigidos (v. fig. 6.17) utiliza una cola para poder aplicar la estrategia
expuesta. Notemos que el procedimiento principal es idéntico al del recorrido en
profundidad prioritaria y que visita_componente es similar al anterior usando una cola de
vértices'. Asimismo observemos que hay que marcar un vértice (es decir, insertarlo en el
conjunto S) antes de meterlo en la cola, para no encolarlo mas de una vez. El invariante del
procedimiento auxiliar obliga a que todos los elementos entre v y los que estan en la cola
(pendientes de visita) ya hayan sido visitados, y a que todos los elementos ya visitados
tengan sus sucesores, o bien visitados, o bien en la cola para ser visitados de inmediato.

Los resultados sobre la eficiencia son idénticos al caso del recorrido en profundidad.

6.3.3 Recorrido en ordenacion topoldgica

La ordenacion topolégica (ing., topological sort) es un recorrido solamente aplicable a grafos
dirigidos aciclicos, que cumple la propiedad de que un vértice solo se visita si han sido
visitados todos sus predecesores dentro del grafo. De esta manera, las aristas definen una
restriccion mas fuerte sobre el orden de visita de los vértices.

La aplicacién mas habitual del recorrido en ordenacion topoldgica aparece cuando los
vértices del grafo representan tareas y las aristas relaciones temporales entre ellas. Por
ejemplo, en el plan de estudios de una carrera universitaria cualquiera, puede haber
asignaturas con la restriccion de que sdélo se puedan cursar si previamente se han aprobado

'® De hecho, la transformacion en iterativo del procedimiento visita_componente del recorrido en
profundidad da el mismo algoritmo sustituyendo la cola por una pila.
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otras, llamadas prerrequisitos. Este plan de estudios forma un grafo dirigido, donde los
nodos son las asignaturas y existe una arista de la asignatura A a la asignatura B, siy sélo si
A es prerrequisito de B. Notemos, ademas, que el grafo ha de ser aciclico: si A es
prerrequisito de B (directa o indirectamente) no debe existir ninguna secuencia de
prerrequisitos que permitan deducir que B es prerrequisito de A (directa o indirectamente).

{P = g es un grafo dirigido no etiquetado}
funcién recorrido_en_anchura (g es grafo) devuelve lista_vértices es
var S es cjt_vértices; v es vértice; | es lista_vértices fvar
S :=@; 1 := LISTA_INTERES.crea
para todo v dentro de vértice hacer
{l = es_recorrido_anchura(l, subgrafo(g, S))
Vu: uevértice: (uel< ueS) A (uel = Vw: we descendientes(g, u): wel)}
sive¢ S entonces visita_componente(g, v, S, I) fsi
fpara todo
devuelvel
{Q = es_recorrido_anchura(l, g)} - v. ejercicio 6.31

{P =v ¢S A es_recorrido_anchura(l, subgrafo(g, S)) A
Yu: uevértice: (uel < ueS) A (uel = VYw: we descendientes(g, u): wel)}
accion privada visita_componente (ent g es grafo; entv es vértice;
ent/sal S es cjt_vértices; ent/sal | es lista_vértices) es
var c es cola_vértices; u, w son vértice fvar
S:=S u{v}; c := COLA.encola(COLA.crea, v)
mientras ~COLA.vacia?(c) hacer
{l = es_recorrido_anchura(l, subgrafo(g, S)) A (Yu: ue vértice: uel< ueS) A
(Vu: uec: Yw: we ascendientes(g, u)-{u}: we descendientes(g, v) = wel) A
(Vu: uel: Vw: wesuc(g, u): welvwec) }
w := COLA.cabeza(c); ¢ := COLA.desencola(c)
| := LISTA_INTERES.inserta(l, w)
para todo u dentro de suc(g, v) hacer
siug Sentonces S:=S U {u}; c := COLA.encola(c, u) fsi
fpara todo
fmientras
faccié
{Q =veS A es_recorrido_anchura(l, subgrafo(g, S)) A
Yu: uevértice: (uel< ueS) A (uel = VYw: we descendientes(g, u): wel)}

Fig. 6.17: algoritmo de recorrido en anchura de un grafo dirigido.
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Cuando un alumno se matricula en este plan de estudios, ha de cursar diversas asignaturas
(es decir, ha de recorrer parte del grafo del plan de estudios) respetando las reglas:

- Al comenzar, solo puede cursar las asignaturas (es decir, visitar los nodos) que no
tengan ningun prerrequisito (es decir, que no tengan ningun predecesor en el grafo).

- Sélo se puede cursar una asignatura si han sido cursados todos sus prerrequisitos
previamente (es decir, si han sido visitados todos sus predecesores).

Asi, pues, un estudiante se licencia cuando ha visitado un ndmero suficiente de nodos
respetando estas reglas, las cuales conducen a un recorrido en ordenacion topolégica.

N, Y
Y\ "\ LGA/

EDA

Fig. 6.18: parte del plan de estudios de la Ingenieria en Informatica impartida en la
Facultat d'Informatica de Barcelona de la Universitat Politécnica de Catalunya.

La descripciéon del funcionamiento del algoritmo se presenta en la fig. 6.19: se van
escogiendo los vértices sin predecesores, que son los que se pueden visitar y, a medida
que se incorporan a la solucién se borran las aristas que salen de ellos; la funcién nodos del
invariante devuelve todos los elementos pertenecientes a una lista. Los recorridos
obtenidos de esta forma responden a la especificacion que se propone en el ejercicio 6.31.

{P = g es un grafo dirigido no etiquetado y aciclico}
funcién ordenacion_topolégica (g es grafo) devuelve lista_vértices es
var | es lista_vértices; v, w son vértices fvar
| := LISTA_INTERES.crea
mientras queden nodos por visitar hacer
{l = es_ordenacién_topoldgica(l, subgrafo(g, nodos(1))) }
escoger v ¢l tal que todos sus predecesores estén en |
| := LISTA_INTERES.inserta(l, v)
fmientras
devuelvel
{Q = es_ordenacién_topolégica(l, g)} -- V. ejercicio 6.31

Fig. 6.19: presentacion del algoritmo de ordenacién topoldgica.
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Obviamente la implementacion directa de esta descripcidon es costosa, ya que hay que
buscar vértices sin predecesores repetidas veces. Una alternativa consiste en calcular
previamente cuantos predecesores tiene cada vértice, almacenar el resultado en un vector y
actualizarlo siempre que se incorpore un nuevo vértice a la solucion. En la fig. 6.20 se
presenta una implementacion de esta ultima opcién, que usa un vector de vértices
num_pred, el cual asocia el nimero de predecesores que todavia no estan en la solucién a
cada vértice, y un conjunto ceros donde se guardan todos los vértices que se pueden
incorporar en el paso siguiente del algoritmo. La inicializacion de la estructura, ciertamente
rebuscada a simple vista, esta disefiada para ser asintéticamente éptima para cualquier
representacién del grafo; con este objetivo se evita el uso de la operacion etiqueta, que
exige busquedas lineales en caso de listas''. Nétese el uso de una operacién sobre
conjuntos, escoger_uno_cualquiera, que devuelve un elemento cualquiera del conjunto y
lo borra, y que debe ser ofrecida por la especificacion del TAD de los conjuntos o bien por un
enriquecimiento.

Para calcular el coste temporal del algoritmo se suman los costes de la inicializacion de las
estructuras y del bucle principal. En la inicializacion, el primer bucle queda ©(n), mientras que
el segundo exige un examen de todas las aristas del grafo y queda, pues, ©(a+n) en el caso
de listas de adyacencia y ©(n2) en caso de matriz de adyacencia. En lo que respecta al bucle
principal, un examen poco cuidadoso podria llevar a decir que es ©(n2), dado que el bucle se
ejecuta n veces (en cada paso se afade un vértice a la solucién) y en cada iteracion se
obtienen los sucesores del nodo escogido, operacion que es O(n) en el caso peor
(supongamos que escoger_uno_cualquiera es de orden constante). Ahora bien, notemos
que la iteracién interna exige, a lo largo del algoritmo, el examen de todas las aristas que
componen el grafo con un tratamiento constante de cada una, lo que, en realidad, es ©(a)y
no O(n2) si el grafo esta implementado por listas de adyacencia. Como la operacion
escoger_uno_cualquiera se ejecuta un total de n-1 veces y es ©(1), se puede concluir que
la eficiencia temporal del algoritmo es, una vez mas, ©(a+n) con listas de adyacencia y ©(n2)
con matriz de adyacencia y, por ello, la representacion por listas de adyacencia es preferible si
el grafo es disperso, mientras que si es denso la implementacion no afecta a la eficiencia.

" Otra opcion seria disponer de dos versiones del algoritmo en dos universos diferentes, una para
implementacion mediante matriz y otra para listas o multilistas. No obstante, preferimos esta opcion
para simplificar el uso del algoritmo.
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{P = g es un grafo dirigido no etiquetado y aciclico %}
funcién ordenacién_topoldgica (g es grafo) devuelve lista_vértices es
var | es lista_vértices; v, w son vértice
ceros es cjt_vértices; num_pred es vector [vértice] de nat
fvar

{inicializacién de las estructuras en dos pasos}
ceros =0
para todo v dentro de vértice hacer
num_pred|v] := 0; ceros := ceros U {v}
fpara todo
para todo v dentro de vértice hacer
para todo w dentro de suc(g, v) hacer
num_pred[w] := num_pred[w] + 1; ceros := ceros - {w}
fpara todo

fpara todo
{a continuacion se visitan los vértices del grafo}

| := LISTA_INTERES.crea
mientras ceros # @ hacer
{l = es_ordenacién_topolégica(l, subgrafo(g, nodos(l))) A
vw: we vértice: num_pred[w] = [l{<u, w>e A4/ ug I}l A
we ceros = num_pred[w] = 0}
<ceros, v> := escoger_uno_cualquiera(ceros)
| := LISTA_INTERES.inserta(l, v)
para todo w dentro de suc(g, v) hacer
num_pred[w] := num_pred[w] - 1
si num_pred[w] = 0 entonces ceros := ceros U {w} fsi
fpara todo
fmientras
devuelve
{Q = es_ordenacion_topoldgica(l, g)}

Fig. 6.20: implementacién del algoritmo de ordenacion topoldgica.

> Como alternativa, se podria controlar la condicién de aciclicidad del grafo en el propio algoritmo y
entonces desapareceria de la precondicion.
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6.4 Busqueda de caminos minimos

En esta seccidon nos ocupamos de la busqueda de caminos minimales dentro de grafos
etiquetados no negativamente que sean lo mas cortos posible, donde la longitud de un
camino, también conocida como coste, se define como la suma de las etiquetas de las aristas
que lo componen. Para abreviar, hablaremos de "suma de aristas" con significado "suma de
las etiquetas de las aristas" y, por ello, hablaremos de "caminos minimos" en vez de "caminos
minimales". Concretamente, estudiamos un algoritmo para encontrar la distancia minima de
un vértice al resto y otro para encontrar la distancia minima entre todo par de vértices.

Dada la funcionalidad requerida, es necesario formular algunos requisitos adicionales sobre
el dominio de las etiquetas, que se traducen en nuevos parametros formales de los
universos que encapsulen estos algoritmos. Concretamente, consideramos E como un
dominio ordenado, donde < es la operacion de ordenacion y = la de igualdad; para abreviar,
usaremos también la operacion <, definible a partir de éstas. También se precisa de una
operacion conmutativa + para sumar dos etiquetas, que tiene una constante 0, a la cual
denominaremos etiqueta de coste nulo, como elemento neutro. Por ultimo, nos interesa
que el valor indefinido esp represente la etiqueta mas grande posible, por motivos que
quedaran claros a lo largo de la seccion; para mayor claridad, en los algoritmos que vienen a
continuacion supondremos que esp se renombra por oo. Las etiquetas negativas no forman
parte del género, tal como establece la ultima propiedad del universo.

universo ELEM_ESP_<_=_+ caracteriza
usa BOOL
tipo elem
ops 0, esp: — elem
_<,_<,_=_,_# _:elemelem — bool
_+_:elemelem — elem

ecns ...la igualdad y desigualdad se especifican de la manera habitual

[x # esp] = x < esp = cierto {esp es cota superior}
x < x =falso {estudio de la reflexividad...}
(x<y) = (y <x)) =falso {..de la simetria...}

(x<yay<z)=(x<z)=cieto {..yde latransitividad de <}
XSy=(X<y)¥(x=y)

X+Yy=y+X {conmutatividad}

X+0=x;x+esp=esp {elementos neutro e idenpotente}

(x+y < x) =falso {etiquetas no negativas}
funiverso

Fig. 6.21: nuevos requerimientos sobre el dominio de las etiquetas.
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6.4.1 Camino mas corto de un nodo al resto

Dado un grafo g €{f : V x V — E } con etiquetas no negativas, se trata de calcular el coste del
camino minimo desde un vértice dado al resto (ing., single-source shortest paths)™. La
utilidad de un procedimiento que solucione esta cuestion es clara: el caso mas habitual es
disponer de un grafo que represente una distribucién geografica, donde las aristas den el
coste (en precio, en distancia o similares) de la conexién entre dos lugares y sea necesario
averiguar el camino mas corto para llegar a un punto partiendo de otro (es decir, determinar la
secuencia de aristas para llegar a un nodo a partir del otro con un coste minimo).

La solucion mas eficiente a este problema es el denominado algoritmo de Dijkstra, en honor a
su creador, E.W. Dijkstra. Formulado en 1959 en "A note on two problems in connexion with
graphs", Numerical Mathematica, 1, pp. 269-271, sobre grafos dirigidos (su extension al caso
no dirigido es inmediata y queda como ejercicio para el lector), el algoritmo de Dijkstra (v. fig.
6.22) es un algoritmo voraz'* que genera uno a uno los caminos de un nodo v al resto por
orden creciente de longitud; usa un conjunto S de vértices donde, a cada paso del
algoritmo, se guardan los nodos para los que ya se sabe el camino minimo y devuelve un
vector indexado por vértices, de manera que en cada posicion w se guarda el coste del
camino minimo que conecta v con w. Cada vez que se incorpora un nodo a la solucion, se
comprueba si los caminos todavia no definitivos se pueden acortar pasando por él. Por
convencion, se supone que el camino minimo de un nodo a si mismo tiene coste nulo. Un
valor infinito en la posicidon w del vector indica que no hay ningun camino entre v y w.

El invariante asegura que, en cada momento del algoritmo, el vector contiene caminos
minimos formados integramente por nodos de S (excepto el ultimo nodo), y que los nodos
de S corresponden a los caminos minimos mas cortos calculados hasta el momento. A tal
efecto, utiliza diversas funciones: caminos, que da el conjunto de caminos que se pueden
encontrar dentro del grafo entre dos nodos; coste, que da el coste de un camino; maximo y
minimo, que dan los elementos mayor y menor de un conjunto, respectivamente. La
especificacion de la primera se propone en el ejercicio 6.1; la especificacion de las otras es
sencilla y queda como ejercicio para el lector. Abusando de la notacién, se usa el operador de
interseccion entre un conjunto y un camino con el significado intuitivo.

La especificacion del algoritmos se propone en el ejercicio 6.32, donde se generaliza el
algoritmo, pues el resultado es una tabla de vértices y etiquetas; la version de la fig. 6.22 es
una particularizacién de este caso, donde la tabla se implementa con un vector porque los
vértices son un tipo escalar; el caso general se propone en el mismo ejercicio.

'® Se podria pensar en el caso particular de encontrar el camino mas corto entre dos vértices, pero el
algoritmo es igual de costoso que éste mas general.

'* Los algoritmos voraces (ing., greedy) son una familia de algoritmos que se estructuran como un
bucle que, en cada paso, calcula una parte ya definitiva de la solucién; para estudiar en profundidad
sus caracteristicas puede consultarse, por ejemplo, [BrB87].
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{P = g es un grafo dirigido etiquetado no negativamente}
funcion Dijkstra (g es grafo; v es vértice) devuelve vector [vértice] de etiq es
var S es cjt_vértices; D es vector [vértice] de etiq fvar
Vw: we vértice: D[w] := etiqueta(g, v, w)
D[v] :=0; S := {v}
mientras S no contenga todos los vértices hacer
{| = Vw: we vértice: D[w] = minimo({coste(C) / Ce caminos(g, v, w) A Cn(Su{w}) = C})
A= (3Iw: wg S: D[w] < maximo({D[u] / ue S}) }
elegirwe¢ S tal que D[w] es minimo; S := S U {w}
Yu: ug S: actualizar distancia minima comprobando si por w hay un atajo
fmientras
devuelve D
{Q = D = camino_minimo(g, v)}  -- v. ejercicio 6.32

Fig. 6.22: descripcion del algoritmo de Dijkstra.

D S
0 |co |[75]20]60 {1}
0| oo|22]|20]50 {1, 4}

0 |222]1 22 | 20| 50 {1,4,3)

0 |80 |22 ]20(50 {1, 4, 3, 5}

0|80]|22]|20(|50]| {1,4,3,5,2}

Fig. 6.23: ejemplo de funcionamiento del algoritmo de Dijkstra, donde 1 es el nodo inicial.

En la fig. 6.24 se detalla una posible codificacién del algoritmo. Notemos que el uso del valor
indefinido de las etiquetas como la etiqueta mas grande posible permite denotar la
inexistencia de caminos, porque cualquier camino entre dos nodos es mas pequefo que oo.
Asimismo, notemos que el algoritmo no trabaja con el conjunto S sino con su
complementario, T, que debe presentar operaciones de recorrido para aplicarle un bucle
"para todo". El numero n de vértices es un parametro formal mas, definido en
ELEM_ORDENADO. El bucle principal se ejecuta tan sélo n-2 veces, porque el ultimo
camino queda calculado después del ultimo paso (no quedan vértices para hallar atajos).

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Relaciones binarias y grafos 341

{P = g es un grafo dirigido etiquetado no negativamente}
funcion Dijkstra (g es grafo; v es vértice) devuelve vector [vértice] de etiq es
var T es cjt_vértices; D es vector [vértice] de etiq; u, w son vértices fvar
T=0
para todo w dentro de vértice hacer
D[w] := etiqueta(g, v, w); T:=T U {w}
fpara todo
D[v] := ETIQUETA.Q; T:=T - {v}
hacer n-2 veces {quedan n-1 caminos por determinar}
{| = Vw: we vértice: D[w] = minimo({coste(C) / Ce caminos(g, v, w) A (C-{w})nT = 3})
A= (3w weT: D[w] < maximo({D[u] / ugT})}
{seleccion del minimo w:we T A (Vu: ueT: D[w] < D[u])}
val := ETIQUETA.c0
para todo u dentro de T hacer
si D[u] £ val entonces w := u; val := D[u] fsi
{como minimo, siempre hay un nodo que cumple la condicion}
fpara todo
{se marca w como vértice tractado}
T:=T-{w}
{se recalculan las nuevas distancias minimas}
para todo u dentro de T hacer
si D[w] + etiqueta(g, w, u) < D[u] entonces D[u] := D[w] + etiqueta(g, w, u) fsi
fpara todo
fhacer
devuelve D
{Q = D = caminos_minimos(g, v)}

Fig. 6.24: una codificacion posible del algoritmo de Dijkstra.

Se analiza a continuacion el tiempo de ejecucidn, suponiendo que las operaciones sobre
conjuntos estan implementadas en tiempo constante, excepto la creacién (por ejemplo, y
aprovechando que los vértices son un tipo escalar, mediante un vector de booleanos).
Distinguimos cuatro partes en el algoritmo: inicializacion, seleccion del minimo, marcaje de
vértices y recdlculo de las distancias minimas. Si la representacion es mediante matriz de
adyacencia, la ejecucion de etiqueta es constante y se obtiene:

- Inicializacién: creacién del conjunto y ejecucion n veces de diversas operaciones
constantes; queda ©(n).

- Seleccion: las instrucciones del interior del bucle de seleccion son ©(1). Por lo que
respecta al numero de ejecuciones del bucle, en la primera vuelta se consultan n-1
vértices, en la segunda n-2, etc., ya que la dimension de T decrece en una unidad en
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cada paso; es decir, a lo largo de las n-2 ejecuciones del bucle, sus instrucciones se
ejecutaran n(n-1)/2 - 1 veces y, asi, la eficiencia total del paso de seleccion sera ©(n2).

- Marcaje: n supresiones a lo largo del algoritmo conducen a G(n).

- Recalculo de las distancias minimas: queda ©(n2) por los mismos razonamientos que el
paso de seleccidn.

El coste total del algoritmo es la suma de las cuatro etapas, es decir, ©(n2).

En la representacion por listas o multilista de adyacencias, lo Unico que parece cambiar es
que la operacion etiqueta deja de tener un coste constante. Ahora bien, un analisis mas
exhaustivo demuestra que en realidad la sentencia "si ... fsi" del paso de recélculo solo se
tiene que ejecutar a veces a lo largo del algoritmo, si se sustituye el bucle sobre los vértices
de T por otro bucle sobre los vértices del conjunto de sucesores de w (evitando el uso
reiterado de etiq). Como siempre se cumple que a < n2, esta observacion puede ser
significativa, ya que, si también se consiguiera rebajar el coste del paso de seleccion, el
algoritmo de Dijkstra para grafos no densos representados con estructuras encadenadas
seria mas eficiente que la representacién mediante matriz.

Para alcanzar este objetivo basta con organizar astutamente el conjunto de vértices todavia
no tratados, teniendo en cuenta que se selecciona el elemento minimo. Por ejemplo, se
puede sustituir el conjunto por una cola prioritaria, siendo sus elementos pares <w, et> de
vértice (todavia no tratado) y etiqueta, que juega el papel de prioridad, con significado "la
distancia minima de v aw es et" (et seria el valor D[w] de la fig. 6.22); las operaciones de
obtencidon y supresion del minimo encajan perfectamente dentro del algoritmo. Ahora bien,
el recélculo de las distancias del ultimo paso puede exigir cambiar la prioridad de un elemento
cualquiera de la cola. Por este motivo se define una nueva modalidad de cola con prioridad
que permite el acceso directo a cualquier elemento y que, ademas de las operaciones
habituales, incorpora tres mas: la primera, para cambiar la etiqueta asociada a un vértice
cualquiera por una mas pequefia, reorganizando la cola si es necesario; otra, para obtener el
valor asociado a un vértice (que valdra oo si el vértice no esta en la cola); y una tercera, para
comprobar la presencia en la cola de un vértice dado. En la fig. 6.26 se muestra la signatura
resultante de este tipo, aplicada al contexto del algoritmo, junto con su coste asintético', y
en la fig. 6.25 se muestra un ejemplo de su funcionamiento suponiendo que, para mayor
eficiencia, la cola se implementa con un monticulo junto con un vector indexado por vértices,
de forma que cada posicion apunte al nodo del monticulo que contenga la etiqueta asociada
al vértice; la especificacion e implementacion del tipo quedan como ejercicio para el lector.

'®* En esta signatura se observa la ausencia de la funcién organiza de transformacién de un vector en
una cola (v. apartado 5.5.2), mas eficiente que la creacion de la cola por inserciones individuales.
Dicha ausencia se debe a que el algoritmo queda mas claro sin que su coste asintético se vea
afectado. Si se considera conveniente, el algoritmo puede adaptarse facilmente a esta modificacion.
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1 <4,20> 1 <3,22>
2 2
3 <3,75> <5,60> 3 <5,50> <2,00>
4 / 4
5 | <2,00> 5
I
(a) situacion inicial (b) después de seleccionar el 4
1 1
<5,50> <2,80>
2 \ / 2 /
3 <2,222> 3
4 4
5 5
(d) después de seleccionar el 5 (d) después de seleccionar el 5

Fig. 6.25: evolucién de la cola prioritaria aplicando el algoritmo sobre el grafo de la fig. 6.23.

crea: — colapr_aristas; ©(1)

inserta: colapr_aristas vértice etiq — colapr_aristas; ©(logn)
menor: colapr_aristas — vértice_y_etiq; ©(1)

borra: colapr_aristas — colapr_aristas; ©(logn)

sustituye: colapr_aristas vértice etiq — colapr_aristas; ©(logn)
valor: colapr_aristas vértice — etig; ©(1)

esta?: colapr_aristas vértice — bool; ©(1)

vacia?: colapr_aristas — bool; ©(1)

Fig. 6.26: signatura para las colas prioritarias extendidas con las operaciones necesarias.

El algoritmo resultante se muestra en la fig. 6.27. La inicializacion requiere dos bucles para
evitar el uso de la operacion etiqueta. Se podria modificar el algoritmo para que las etiquetas
infinitas no ocupasen espacio en el monticulo y mejorar asi el tiempo de ejecucion de las
operaciones que lo actualizan. El andlisis de la eficiencia temporal da como resultado:

- La inicializacion es ©(Xk: 1 < k < n-1: log k) + ©(nlogn) = O(nlogn) + O(nlogn) =
O(nlogn), dado que el paso k-ésimo del primer bucle ejecuta una insercién en una cola

de tamanfo k y todos los pasos del segundo bucle (n-1 como maximo) modifican una
cola de tamafio n.
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- Las n-1 selecciones del minimo son constantes, y su supresion, logaritmica sobre n,y
queda, pues, O(n) + O(Zk: 1 <k<n-1:log k)= 0©(n) + G(nlogn) = B(nlogn).

- El bucle interno examina todas las aristas del grafo a lo largo del algoritmo y, en el caso
peor, efectia una sustitucion por arista, de coste ©(logn), y asi queda ©(alogn).

En definitiva, el coste temporal es B((a+n)logn), mejor que la versién anterior si el grafo es
disperso; no obstante, si el grafo es denso, el algoritmo original es mas eficiente. El espacio
adicional continua siendo asintéticamente lineal sobre n.

P= g es un grafo dirigido etiquetado no negativamente}
funcién Dijkstra (g es grafo; v es vértice) devuelve vector [vértice] de etiq es
var D es vector [vértice] de etiq; A es colapr_aristas; u, w son vértices; et, val son etiq fvar

{creacion de la cola con todas las aristas <v, w>}
A := COLA_EXTENDIDA.crea
para todo w dentro de vértice hacer A := COLA_EXTENDIDA.inserta(A, w, o) fpara todo
para todo <w, et> dentro de suc(g, v) hacer
A := COLA_EXTENDIDA.modif(A, w, et)
fpara todo
mientras ~COLAPR_EXTENDIDA.vacia?(A) hacer
{l = Yw: we vértice: x = minimo({coste(C) / Ce caminos(g, v, W) A
Vu: ue C:uzw = -esta?(A, u)})
A menor(A).et > maximo({D[u] / ~ esta?(A, u)})
definiendo x: esta?(A, w) = x = valor(A, w) A -esta?(A, w) = x = D[w] }
<w, val> := COLAPR_EXTENDIDA.menor(A) {seleccion de la arista minima}
D[w] := val; A := COLAPR_EXTENDIDA.borra(A) {marcaje de w como tratado}

{recélculo de las nuevas distancias minimas}
para todo <u, et> dentro de suc(g, w) hacer
si COLAPR_EXTENDIDA.esta?(A, u) entonces
sival+et < COLAPR_EXTENDIDA.valor(A, u) entonces
A := COLAPR_EXTENDIDA.sustituye(A, u, val + et)
fsi
fsi
fpara todo
fmientras
D[v] := ETIQ.0
devuelve D
{Q = D = caminos_minimos(g, v)}

Fig. 6.27: el algoritmo de Dijkstra usando colas prioritarias.
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La eficiencia temporal se puede mejorar ain mas si estudiamos el funcionamiento del
monticulo. Destaquemos que el algoritmo efectia exactamente n-1 hundimientos de
elementos vy, por otro lado, hasta un maximo de a flotamientos de manera que, en el caso
general, hay mas flotamientos que hundimientos. Estudiando estos algoritmos (v. fig. 5.42),
se puede observar que un hundimiento requiere un numero de comparaciones que
depende tanto de la aridad del arbol como del nimero de niveles que tiene, mientras que un
flotamiento depende tan sdélo del nimero de niveles: cuantos menos haya, mas rapido subira
el elemento hacia arriba. Por tanto, puede organizarse el monticulo en un arbol k-ario y no
binario, de manera que la altura del arbol se reduce. En [BrB87, pp. 93-94] se concluye que,
con esta estrategia, el coste del algoritmo queda, para grafos densos, ©(n2) y, para otros
tipos, se mantiene ©(a logn), de manera que la versién resultante es la mejor para cualquier
grafo representado por listas de adyacencia, independientemente de su nimero de aristas®.

Notemos que las diferentes versiones del algoritmo de Dijkstra presentadas aqui no
devuelven la secuencia de nodos que forman el camino minimo. La modificacion es sencilla y
queda como ejercicio para el lector: notemos que, si el camino minimo entre v y w pasa por
un vértice intermedio u, el camino minimo entre v y u es un prefijo del camino minimo entre
v y w, de manera que basta con devolver un vector C, tal que C[w] contenga el nodo anterior
en el camino minimo de v aw (que sera v si esta directamente unido al nodo de partida, o si
no hay camino entre v y w). Este vector tendra que ser actualizado al encontrarse un atajo en
el camino (en realidad, el vector representa un arbol de expansion -v. secciéon 6.5- con
apuntadores al padre, donde v es la raiz). Es necesario también disefiar una nueva accion
para recuperar el camino a un nodo dado, que tendria como parametro C.

6.4.2 Camino mas corto entre todo par de nodos

Se trata ahora de determinar el coste del camino mas corto entre todo par de vértices de un
grafo etiquetado (ing., all-pairs shortest paths); de esta manera, se puede generalizar la
situacion estudiada en el apartado anterior, y queda plenamente justificada su utilidad. Una
primera solucién consiste en usar repetidamente el algoritmo de Dijkstra variando el nodo
inicial; ahora bien, también se dispone del llamado algoritmo de Floyd, que proporciona una
soluciéon méas compacta y elegante pensada especialmente para esta situacion. El algoritmo
de Floyd, definido por R.W. Floyd en 1962 sobre grafos dirigidos (su extension al caso no
dirigido es inmediata y queda como ejercicio para el lector) en "Algorithm 97: Shortest path”,
Communications ACM, 5(6), p. 345, es un algoritmo dinamico'” que se estructura como un

'® Hay implementaciones asintéticamente mas rapidas que usan una variante de monticulo llamada
monticulo de Fibonacci (ing., Fibonacci heap), introducida por M. Fredman y R. Tarjan en 1987, que por
su complejidad no se explica en este texto; v., por ejemplo, [HoS94, pp. 488-494].

'7 La programacion dinamica (ing., dynamic programming) es una técnica que estructura los algoritmos
como bucles que, en cada paso, se acercan mas a la solucién, pero sin asegurar la obtencién de
ninguna parte definitiva antes de la finalizacién del algoritmo; para mas detalles consultar, por ejemplo,
[BrB87].
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bucle, que trata un vértice denominado pivote en cada iteracion, y que usa un vector
bidimensional D indexado por pares de vértices para guardar la distancia minima. Cuando u
es el pivote, se cumple que D[v, w] es la longitud del camino mas corto entre v y w formado
integramente por pivotes de pasos anteriores (excluyendo posiblemente las extremidades).
La actualizaciéon de D consiste en comprobar, para todo par de nodos v y w, si la distancia
entre ellos se puede reducir pasando por el pivote u mediante el céalculo de la férmula
D[v, w] = min(D[v, w], D[v, u] + D[u, w]). Asi pues, hay un par de diferencias en el
funcionamiento de este algoritmo y el de Dijkstra: por un lado, los vértices se tratan en un
orden independiente de las distancias y, por el otro, no se puede asegurar que ninguna
distancia minima sea definitiva hasta que acaba el algoritmo. Debe notarse que el algoritmo
funciona incluso con aristas negativas, siempre que no haya ciclos negativos (es decir, que la
suma de las etiquetas de las aristas que los componen no sea negativa), motivo por el que se
podria relajar la restriccion de aristas no negativas.

0[5 |e 05| e

8 0]2 8|lo] 2
2180 2 7]o0
(a) estado inicial (b) pivote = 1
0 517 0 5 7
8|02 4| ol 2

2 710 ) 71 o
(c) pivote = 2 (d) pivote = 3

Fig. 6.28: ejemplo de funcionamiento del algoritmo de Floyd.

La especificacion del problema se propone en el ejercicio 6.32; los comentarios son los
mismos que en la especificacion del algoritmo de Dijkstra. La implementacién se presenta en
la fig. 6.29. Notemos que la diagonal de D se inicializa a cero y nunca cambia. Por otra parte,
observemos que tanto la fila como la columna del vértice u tratado en un paso del algoritmo
permanecen invariables en este paso, por lo que se puede trabajar con una Unica matriz para
actualizar las distancias minimas. La inicializacién de la matriz es ineficiente en caso de que el
grafo esté implementado por (multi)listas de adyacencia, pero se deja asi porque no afecta al
coste total del algoritmo; si se considera conveniente, se puede modificar de manera similar
al algoritmo de Dijkstra de la fig. 6.27, sustituyendo las n2 llamadas a etiqueta por n bucles
sobre los sucesores, de coste total a. El invariante usa una funcion pivotes(u), que devuelve
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el conjunto de vértices que han sido pivotes en pasos anteriores del algoritmo, lo que se
puede determinar a partir del pivote del paso actual dado que los vértices son un tipo escalar
(si no, el invariante necesitaria mantener un conjunto de los vértices que han sido pivotes).

{P = g es un grafo dirigido etiquetado que no contiene ciclos negativos}
funcidn Floyd (g es grafo) devuelve vector [vértice,vértice] de etiq es
var D es vector [vértice, vértice] de etig; u, v, w son vértice fvar
{inicialmente la distancia entre dos vértices tiene el valor de la arista que
los une; las diagonales se ponen a cero}
para todo v dentro de vértice hacer
para todo w dentro de vértice hacer
D[v, w] := etiqueta(g, v,w) {o° si no hay arco}
fpara todo
Dlv, v] := ETIQUETA.O
fpara todo
para todo u dentro de vértice hacer
{| = Vv: ve vértice: Vw: we vértice:
D[v, w] = minimo({coste(C) / Ce caminos(g, v, w) A
Cn(pivotes(u)ui{v, w}) = C})

para todo v dentro de vértice hacer
para todo w dentro de vértice hacer
si D[v, ul+DJ[u, w] < D[v, w] entonces D[v, w]:= D[v, u] + D[u, w] fsi
fpara todo
fpara todo

fpara todo
devuelve D

{Q = D = todos_caminos_minimos(g, v)} -- v. ejercicio 6.32

Fig. 6.29: una codificacion del algoritmo de Floyd.

La eficiencia temporal del algoritmo de Floyd es ©O(n3), independientemente de la
representacion, igual que la aplicacion reiterada de Dijkstra trabajando con una
representacion del grafo mediante matriz de adyacencia. Ahora bien, es previsible que Floyd
sea mas rapido (dentro del mismo 6rden asintético) a causa de la simplicidad de cada paso del
bucle y, como minimo, siempre se puede argumentar que Floyd es mas simple y elegante. Si
el grafo estd implementado por listas o multilistas de adyacencia y el algoritmo de Dijkstra se
ayuda de colas prioritarias, el coste queda ©(alogn)n = G(an logn). La comparacién entre este
orden de magnitud y n3 determina la solucidn mas eficiente. Por ultimo, debe notarse que el
algoritmo de Floyd exige un espacio adicional ©(1), mientras que cualquier version de Dijkstra
precisa una estructura Q(n).
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El algoritmo original de Floyd tampoco almacena los vértices que forman el camino; su
modificacion sigue la misma idea que en el caso del algoritmo de Dijkstra: si el camino minimo
de m an pasa primero por p y después por q, la secuencia de vértices que forman el camino
minimo de p a q forma parte de la secuencia de vértices que forman el camino minimo de m
an. Para implementar esta idea, se puede definir un vector bidimensional C indexado por
vértices, de modo que C [v, w] contiene un nodo u que forma parte del camino minimo entre
v y w. La concatenacién de los caminos que se obtienen aplicando el mismo razonamiento
sobre C[v, u]y C [u, w] da el camino minimo entre v y w. La modificacién del algoritmo queda
Como ejercicio.

6.5 Arboles de expansién minimales

Los algoritmos de la seccion anterior permiten encontrar la conexion de coste minimo entre
dos vértices individuales de un grafo etiquetado. No obstante, a veces no interesa tanto
minimizar conexiones entre nodos individuales como obtener un nuevo grafo que soélo
contenga las aristas imprescindibles para una optimitzacion global de las conexiones entre
todos los nodos. Generalmente, esta optimizacion global implicara que diversos pares
concretos de nodos no queden conectados entre ellos con el minimo coste posible dado el
grafo de partida.

Una aplicaciéon inmediata es nuevamente la resolucién de problemas que tienen que ver con
distribuciones geogréfica. Por ejemplo, supongamos que se dispone de un conjunto de
ordenadores distribuidos geograficamente entre diferentes ciudades (posiblemente en
diferentes paises), a los que se quiere conectar para que puedan intercambiar datos,
compartir recursos, etc. Hay muchas maneras de implementar esta conexién, pero
supongamos que aqui se opta por pedir a las compaiiias telefonicas respectivas los precios
del alquiler de la linea entre las ciudades implicadas. Una vez conocida esta informacion, para
escoger las lineas que soportaran la red seguiremos una politica austera, que asegure que
todos los ordenadores se puedan comunicar entre ellos minimizando el precio total de la red.
Pues bien, este problema puede plantearse en términos de grafos considerando que los
ordenadores son los vértices y las lineas telefénicas son las aristas, formando un grafo no
dirigido y etiquetado, del cual se quiere seleccionar el conjunto minimo de aristas que
permitan conectar todos los vértices con el minimo coste posible. Para formular la resolucion
de este problema supondremos en el resto de esta seccion que las etiquetas cumplen los
mismos requerimientos que en la seccién anterior.

Para plantear en términos generales los algoritmos que resuelven este tipo de enunciado,
introduciremos primero unas definiciones (v. ejercicio 6.33 para su especificacion):
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- Un arbol libre (ing., free tree) es un grafo no dirigido conexo aciclico. Puede
demostrarse por reduccion al absurdo que todo arbol libre con n vértices presenta
exactamente n -1 aristas; si se afnade una arista cualquiera a un arbol libre se introduce
un ciclo mientras que, si se borra, quedan vértices no conectados. También puede
demostrarse que en un arbol libre cualquier par de vértices esta unido por un unico
camino simple. Este tipo de arbol generaliza los tipos vistos en el capitulo 5, que se
llaman por contraposicidon arboles con raiz (ing., rooted tree). De hecho, un arbol con
raiz no es mas que un arbol libre en el que un vértice se distingue de los otros y se
identifica como raiz.

Sea g {f :-V xV — E } un grafo no dirigido conexo y etiquetado no negativamente;
entonces, un subgrafo g' de g, ¢g' €{f :V x V— E }, es un arbol de expansién para g
(ing., spanning tree ; también llamado arbol de recubrimiento o arbol generador) si es
un arbol libre.

Se define el conjunto de arboles de expansién para el grafo g €{f:V x V—> E } no
dirigido, conexo y etiquetado no negativamente, denotado por ae(g), como:

ae(g)={g'e{f:-VxV —>E} /g es arbol de expansion para g}.

Sea g €{f:V x V — E } un grafo no dirigido conexo y etiquetado no negativamente;
entonces, el grafo no dirigido y etiquetado g' {f:Vx V — E } es un arbol de expansién
de coste minimo para g (ing., minimum cost spanning tree; para abreviar, los llamaremos
arboles de expansién minimales), si g' esta dentro de ae(g) y no hay ningun otro g"
dentro de ae(g), que la suma de las aristas de g" sea menor que la suma de las aristas
deg'.

- Se define el conjunto de arboles de expansion minimales para el grafoge{f:VxV - E}
no dirigido conexo y etiquetado no negativamente, aem(g), como:

aem(g)={g'e{f:-VxV > E}/g' es arbol de expansion minimal para g}.

Dadas estas definiciones, se puede formular la situacion del inicio del apartado como la
busqueda de un arbol de expansiéon minimal para un grafo no dirigido, conexo y etiquetado
no negativamente. Hay varios algoritmos que resuelven este problema desde que, en el afio
1926, O. Boruvka formulé el primero; en este texto, examinaremos dos que dan resultados
satisfactorios, a pesar de que hay otros que pueden llegar a ser mas eficientes y que, por su
dificultad, no explicamos aqui (v., por ejemplo, [Tar83, cap. 6] y [CLR90, cap. 24]). Ambos
algoritmos se basan en una misma propiedad que llamaremos propiedad de los arboles de
expansién minimales: sea g un grafo no dirigido conexo y etiquetado no negativamente,
ge{f:VxV — E},yseaU un conjunto de vértices tal que U =V, U = J; si <u, v> es la arista
mas pequena de g talque ueU y veV-U, existe algun g' eaem(g) que la contiene, es decir
que cumple g'(u, v) = g(u, v). La demostracién por reduccion al absurdo queda como ejercicio
para el lector (v. [AHU8S, pp. 234]).
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6.5.1 Algoritmo de Prim

El algoritmo de Prim, definido por V. Jarnik en el aiio 1930 y redescubierto por R.C. Prim y
E.W. Dijkstra en 1957 (el primero en "Shortest connection networks and some
generalizations”, Bell System Technical Journal, 36, pp. 1389-1401, y el segundo en la
misma referencia dada en el apartado 6.4.1), es un algoritmo voraz que aplica reiteradamente
la propiedad de los arboles de expansion minimales, incorporando a cada paso una arista a la
solucion. El algoritmo (v. fig. 6.30) dispone de un conjunto U de vértices tratados
(inicialmente, un vértice v cualquiera, porque todo vértice aparece en el arbol de expansion)
y de su complementario, de manera que, de acuerdo con la propiedad de los arboles de
expansion minimales, se selecciona la arista minima que une un vértice de U con otro de su
complementario, se incorpora esta arista a la solucion y se afade su vértice no tratado dentro
del conjunto de vértices tratados. La nocion de arista se implementa como un trio <vértice,
vértice, etiqueta>. El invariante usa la operacidn subgrafo cuya especificacion se propone en
el ejercicio 6.1. Su coste es O(na), que puede llegar hasta ©(n3) si el grafo es denso.

{P = g es un grafo no dirigido conexo etiquetado no negativamente}
funcion Prim (g es grafo) devuelve grafo' es
var U es cjt_vértices; gres es grafo; u, v son vértice; x es etiq fvar
gres := crea; U := {un vértice cualquiera}
mientras U no contenga todos los vértices hacer
{| = subgrafo(gres, U) e aem(subgrafo(g, U))}
seleccionar <u, v, x> minima talqueueU,ve U
gres := afade(gres, u, v, X); U :=U U {v}
fmientras
devuelve gres

{Q =gres € aem(g)}

Fig. 6.30: presentacién del algoritmo de Prim.

La version preliminar se puede refinar y obtener el algoritmo de la fig. 6.32 de coste O(n 2), en
general mejor que la anterior (nunca peor, porque la precondicion garantiza que a vale como
minimo n-1). Esta nueva versién usa un vector arista_min, indexado por vértices, que
contiene informacion significativa para todos los vértices que todavia no forman parte de la
solucion. En concreto, si v¢ U, la posicion arista_min[v] contiene el par <w, g(v, w)>, tal que
<v, w> es la arista mas pequena que conecta v con un vértice w €U. Para obviar U en la
codificacién, convenimos que si arista_min[v] vale <v, o>, entonces v €U. La constante
un_vértice_cualquiera puede ser un parametro formal del universo que encapsule el
algoritmo o bien un parametro de la funcion.

'® También se puede devolver un arbol general o el conjunto de aristas del grafo resultante.
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Fig. 6.31: aplicacion del algoritmo de Prim: a la izquierda, un grafo no dirigido etiquetado
aciclico; a la derecha, arbol resultante de aplicar Prim, tomando A como vértice inicial y
numerando las aristas segun el orden de insercion en la solucion.

El célculo de la eficiencia temporal de esta nueva versién queda:

- La inicializacién es lineal en caso de matriz y cuadratica en caso de (multi)listas. Si se
desea, se puede evitar el uso de etiqueta de manera similar a algunos algoritmos ya
vistos, para reducir este ultimo a lineal, aunque veremos que esta optimizacién no
influye en el coste asintético global del algoritmo.

- En el bucle principal hay algunas operaciones de orden constante, que no influyen en
el coste total, el anadido de arista en el grafo y dos bucles internos. El afiadido sera
constante usando una matriz y, en el caso peor, lineal usando (multi)listas, pero
tampoco esto afectara al coste global. El bucle de seleccion es incondicionalmente
0O(n), ya que examina todas las posiciones del vector y, como se ejecuta n-1 veces,
lleva a un coste O(n2), mientras que el bucle de reorganizacion depende de la
representacion del grafo: en caso de matriz de adyacencia, calcular los adyacentes es
O(n) y el coste total queda ©(n2), mientras que con listas, como siempre, su ejecucion a
lo largo del algoritmo lleva a un coste ©(a+n), que en general es mejor, a pesar de que
en este caso no afecta al orden global.

El coste asintético total queda, en efecto, ©(n2), independientemente de la representacion.
Por lo que respecta al coste espacial, el espacio adicional empleado es ©(n).
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{P = g es un grafo no dirigido conexo etiquetado no negativamente}
funcién Prim (g es grafo) devuelve grafo es
var arista_min es vector [vértices] de vértice_y_etiq
gres es grafo; primero, min, v, w son vértice; x es etiq
fvar

{inicializacion del resultado}
primero := un_vértice_cualquiera
para todo v dentro de vértice hacer
arista_min[v] := <primero, etiqueta(g, primero, v)>
fpara todo
{a continuacion se aplica el método}
gres :=crea
hacern-1 veces
{| = subgrafo(gres, U)e aem(subgrafo(g, U)) A
Vv: ve U: arista_min[v] = minimo{etiqueta(g, v, u) / ue U},
donde U = {u/ arista_min[u] =<u, o>} }
{primero se selecciona la arista minima}
min := primero  {centinela, pues asi arista_min[min].et vale oo}
para todo v dentro de vértice hacer
<w, x> := arista_min[v]
si X < arista_min[min].et entonces min :=v fsi {como minimo habr& uno}
fpara todo
{a continuacion se ahade a la solucién}
gres := anade(gres, min, arista_min[min].v, arista_min[min].et)
{se afade min al conjunto de vértices tratados}
arista_min[min] := <min, co>
{por ultimo, se reorganiza el vector comprobando si la arista minima de
los vértices todavia no tratados los conecta a min}
para todo <v, x> dentro de adyacentes(g, min) hacer
si (arista_min[v].v = V) A (x < arista_min[v].et) entonces
arista_min[v] := <min, x>
fsi
fpara todo
fhacer
devuelve gres
{Q = grese aem(g)}

Fig. 6.32: implementacion eficiente del algoritmo de Prim.
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6.5.2 Algoritmo de Kruskal

Como el algoritmo de Prim, el algoritmo ideado por J.B. Kruskal en el afio 1956 ("On the
shortest spanning subtree of a graph and the traveling salesman problem", en Proceedings
American Math. Society, 7, pp. 48-50) se basa en la propiedad de los arboles de expansion
minimales: partiendo del arbol vacio, se selecciona a cada paso la arista de menor etiqueta
gue no provoque ciclo sin requerir ninguna otra condicion sobre sus extremos.

El algoritmo se presenta en la fig. 6.33; el invariante usa la operacion componentes, que
devuelve el conjunto de subgrafos que forman componentes conexos de un grafo dado. Su
implementacion directa es ineficiente dado que hay que encontrar la arista minima y
comprobar si se forma un ciclo. El estudio del invariante, no obstante, da una visidon
alternativa del algoritmo que permite implementarlo eficientemente: se considera que, en
cada momento, los vértices que estan dentro de un componente conexo en la solucién
forman una clase de equivalencia, y el algoritmo se puede considerar como la fusion
continuada de clases hasta obtener un unico componente con todos los vértices del grafo.

{P = g es un grafo no dirigido conexo etiquetado no negativamente}
funcién Kruskal (g es grafo) devuelve grafo es
var gres es grafo; u, v son vértice; x es etiq fvar
gres :=crea
mientras gres no sea conexo hacer
{l=Vvg" g'eff: UxU— E} A g'c componentes(gres): g'e aem(subgrafo(g, U))}
seleccionar <u, v, x> minima, todavia no examinada
si no provoca ciclo entonces gres := afade(gres, u, Vv, x) fsi
fmientras
devuelve gres

{Q = gres € aem(g)}

Fig. 6.33: presentacion del algoritmo de Kruskal.
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Fig. 6.34: aplicacion del algoritmo de Kruskal sobre el grafo de la fig. 6.31.
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En el grafo de la figura 6.34, la evolucion de las clases es:

{[Al, [BI, [C], [D], [E]} - {[A], [B], [C], [D, El} = {[A, [B, [C, D, E]} -
— {[A, B], [C, D, E]} - {[A, B, C, D, E]}

Asi, puede construirse una implementacion eficiente del algoritmo de Kruskal, que utiliza la
especificacién y la implementacion arborescente del TAD de las relaciones de equivalencia.
El algoritmo resultante (v. fig. 6.35) organiza, ademas, las aristas dentro de una cola de
prioridades implementada con un monticulo, de manera que se favorece el proceso de
obtencién de la arista minima a cada paso del bucle. El invariante establece las diversas
propiedades de las estructuras usando las operaciones de los TAD que intervienen y
algunas operaciones de grafos cuya especificacién se propone en el ejercicio 6.1.

{P = g es un grafo no dirigido conexo etiquetado no negativamente}
funcion Kruskal (g es grafo) devuelve grafo es
var T es colapr_aristas; gres es grafo; u, v son vértice; x es etiq
C esreleq_vértice; ucomp, vcomp son nat
fvar
C := RELEQ.crea ({inicialmente cada vértice forma una unica clase}
gres := GRAFO.crea; T := COLAPR.crea
{se colocan todas las aristas en la cola}
para todo v dentro de vértice hacer
para todo <u, x> dentro de adyacentes(g, v) hacer T :=inserta(T, v, u, x) fpara todo
fpara todo
mientras RELEQ.cuéntos?(C) > 1 hacer
= Vg g'e{f: UxU— E} A g'e componentes(gres): g'caem(subgrafo(g, U)) A
V<u, v>: <u, v>e Ayt etiqueta(g, u, v) < minimo(T).et A
Yu,v: u,ve vértice: clase(C, u) = clase(C, v) < conectados(gres, u, v) }
{se obtiene y se elimina la arista minima de la cola}
<u, v, x> := COLAPR.menor(T); T := COLAPR.borra(T)
{a continuacion, si la arista no provoca ciclo se afade a la solucién y se
fusionan las clases correspondientes}
ucomp := RELEQ.clase(C, u); vcomp := RELEQ.clase(C, v)
si ucomp # vcomp entonces
C := RELEQ.fusiona(C, ucomp, vcomp)
gres := afiade(gres, u, V, X)
fsi
fmientras
devuelve gres

{Q = grese aem(qg)}

Fig. 6.35: implementacion eficiente del algoritmo de Kruskal.
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El coste del algoritmo se puede calcular de la siguiente manera:

- La creacion de la relacion de equivalencia es O(n), y la del grafo resultado es ©(n2)
usando una representacion por matriz y ©(n) usando listas de adyacencia.

- Las a inserciones consecutivas de aristas en la cola prioritaria quedan ©(aloga). Como
a es un valor entre n-1 y n(n-1)/2, sustituyendo por estos valores en ©(a loga)
obtenemos O(a logn) en ambos casos, habida cuenta que ©(a logn2) = ©(2a logn). El
coste se puede reducir hasta ©(a) usando la funcion organiza de los pilones para
convertir un vector con todas las aristas en la cola prioritaria correspondiente. También
debe considerarse que la obtencidn de las aristas es ©(n2) con matriz y ©(a) con listas.

Como mucho, hay a consultas y supresiones de la arista minima; el coste de la consulta
es constante y el de la supresion logaritmico y, por ello, este paso queda G(alogn) en el
caso peor. Ahora bien, si la configuracidn del grafo conlleva un ndmero pequefio de
iteraciones (siempre n-1 como minimo, eso si) el coste es realmente menor, hasta
O(n logn); si la cola prioritaria se crea usando organiza, este hecho puede ser
significativo. Notemos que el caso peor es aquél en que la arista de etiqueta mayor del
grafo es necesaria en todo arbol de expansion minimal asociado al grafo, mientras que
el caso mejor es aquél en que las n-1 aristas mas pequefas forman un grafo aciclico.

El coste de las operaciones sobre las relaciones ha sido estudiado en la seccion 5.4:
averiguar cuantas clases hay es constante mientras que fusiona se ejecuta n-1 vecesy
clase entre 2(n-1) y 2a veces, por lo que el coste total al término del algoritmo es ©(n)
en el caso mejor y ©(a) en el caso peor, usando la técnica de compresion de caminos.

Las n-1 inserciones de aristas quedan ©(n) con matriz y ©(n2) con listas. En este
algoritmo, al contrario que en el anterior, este hecho es importante, por lo que debe
evitarse el uso de una implementacion encadenada del grafo resultado. Otra alternativa
es eliminar la comprobacion de existencia de la arista en la funcion anade, pues la
mecanica del algoritmo de Kruskal garantiza que no habran inserciones repetidas de
aristas; como resultado, la funcion quedaria constante siempre y cuando las listas no se
ordenaran a cada insercidén sino en un paso posterior una vez obtenidas todas las
aristas del resultado™.

Asi, y teniendo en cuenta el razonamiento sobre la implementacion del grafo resultado, el
coste total del algoritmo es: en el caso peor (se examinan todas las aristas), ©(a logn) con
listas de adyacencia y ©(n2+a logn) con matriz; en el caso mejor (n-1 aristas examinadas),
O(a+nlogn) con listas y ©(n2) con matriz. La comparacion de estas magnitudes con 0O(n2)
indica la conveniencia de usar Prim o Kruskal para obtener el arbol de expansién minimal (a tal
efecto, v. ejercicio 6.23). Al tomar esta decision, también puede influir que Kruskal necesita
mas memoria auxiliar a causa del monticulo y de la relacidn, incluso asintéticamente
hablando, porque el monticulo exige un espacio ©(a), por ©(n) del vector auxiliar de Prim.

' Recordemos que la ordenacion de las listas de adyacencia es necesaria para que la implementacién
sea correcta con respecto a la especificacion.
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Ejercicios

Nota preliminar: en los ejercicios de este capitulo, debe calcularse el coste de todos los
algoritmos que se pidan.

6.1 Escribir la especificacion de los grafos: a) dirigidos no etiquetados; b) no dirigidos y
etiquetados; ¢) no dirigidos y no etiquetados. Enriquecer estos universos y el de los grafos
dirigidos y etiquetados con las operaciones:
caminos: grafo vértice vértice — cjt_sec_vértices, devuelve el conjunto de caminos
simples entre los dos vértices dados; cada camino se representa por una secuencia de
vértices.
antecesores, descendientes: grafo vértice — cjt_vértices, devuelve todos los vértices
que son antecesores o descendientes del vértice dado, respectivamente.
ciclo: grafo vértice — bool, responde si el vértice dado forma parte de algun ciclo.
conectados: grafo vértice vértice — bool, indica si hay algun camino entre los vértices
dados.
componentes: grafo — cjt_grafos, devuelve un conjunto con todos los componentes
conexos del grafo; cada componente se representa mediante un grafo.
conexo, aciclico: grafo — bool, indican si el grafo es conexo o aciclico, respectivamente.
subgrafo: grafo cjt_vértices — grafo, tal que subgrafo(g, U) devuelve el grafo que tiene
como nodos los elementos de U y como arcos aquéllos de g que conectan nodos de U.

6.2 Hacer una comparacion exhaustiva de las diversas representaciones de grafos en lo que
se refiere a espacio y tiempo de ejecucion de las operaciones del TAD, estudiando para qué

operaciones y caracteristicas son mas adecuadas.

6.3 Representar de todas las formas posibles el grafo:

70

40 Y 60

6.4 Disefar un par de algoritmos para transformar un grafo representado mediante matriz de
adyacencia en una representacién mediante listas de adyacencia y viceversa.
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6.5 En un ordenador cualquiera, los nimeros enteros y los punteros se representan con 32
bits y los booleanos con un unico bit. Calcular el numero minimo de aristas que debe tener
un grafo dirigido no etiquetado de 100 vértices, suponiendo que los vértices se identifican
mediante enteros, con el objetivo de que su representacion mediante matriz de adyacencia
ocupe menos bits que mediante listas de adyacencia. Repetir el ejercicio suponiendo la
presencia de enteros como etiquetas.

6.6 Suponiendo que los sucesores de un nodo dado siempre se obtienen en orden
alfabético, recorrer el grafo siguiente en profundidad y en anchura empezando por A:

6.7 Usar algun algoritmo conocido para decidir si un grafo no dirigido es conexo. Modificar el
algoritmo para que, en caso de que no lo sea, encuentre todos los componentes conexos.

6.8 Escribir un algoritmo a partir de algun recorrido para calcular la clausura transitiva (ing.,
transitive clousure) de un grafo no dirigido, es decir, que determine para todo par de nodos si
estan conectados o no. Comparar con el resultado del ejercicio 6.17.

6.9 Escribir un algoritmo que, dado un grafo dirigido y dos vértices de este grafo, escriba
todos los caminos simples de un vértice al otro.

6.10 Escribir un algoritmo para enumerar todos los ciclos elementales dentro de un grafo no
dirigido. ¢ Cual es el méximo numero de ciclos elementales que se pueden encontrar?

6 .11 Modificar el algoritmo de recorrido en anchura para obtener un programa que detecte si
un grafo no dirigido presenta algun ciclo.

6.12 Formular el algoritmo de ordenacién topoldgica a partir del algoritmo de recorrido en
profundidad.

6.13 Una expresion aritmética puede representarse con un grafo dirigido aciclico. Indicar

exactamente como, y qué algoritmo debe aplicarse para evaluarla. Escribir un algoritmo que
transforme una expresion representada con un arbol en una expresion representada con un
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grafo dirigido aciclico.

6.14 Los arboles de expansion no necesariamente minimales son un concepto util para
analizar redes eléctricas y obtener un conjunto independiente de ecuaciones. No obstante,
en lugar de aplicar los algoritmos presentados en la seccion 6.5, que tienen un coste
elevado, se pueden adaptar los algoritmos de recorrido de grafos presentados en la seccion
6.3, que permiten construir arboles de expansion con las aristas usadas para visitar los nodos
del grafo, y entonces afiadir consecutivamente el resto de aristas para formar el conjunto de
ecuaciones (para mas detalles, v. [HoS94, pp. 335-337] y [Knu68, pp. 393-398]). Modificar
alguno de estos recorridos para utilizarlo en este contexto.

6.15 a) Encontrar el coste de los caminos minimos entre todo par de nodos del grafo:

70

40 Y 60

i) aplicando reiteradamente el algoritmo de Dijkstra, y ii) aplicando el algoritmo de Floyd.
b) Ahora, ademas, calcular cudles son los nodos que forman los caminos minimos entre toda
pareja de nodos.

6.16 Razonar por qué el algoritmo de Dijkstra no siempre funciona para grafos con etiquetas
no necesariamente positivas. Mostrar un grafo de tres nodos con alguna arista negativa para
el cual no funcione el algoritmo.

6.17 Modificar el algoritmo de Floyd para que calcule la clausura transitiva de un grafo. El
resultado es el denominado algoritmo de Warshall que, curiosamente, es anterior al de Floyd
(v. "A theorem on boolean matrices", S. Warshall, Journal of the ACM, 9(1), pp.11-12, 1962).
Comparar con el resultado del ejercicio 6.8.

6.18 Modificar los algoritmos de Dijkstra y Floyd para que también devuelvan una estructura
que almacene de forma compacta los caminos minimales. Disefar e implementar algoritmos
recursivos que recuperen los caminos minimales a partir de la informacion obtenida.

6.19 Para todas las situaciones que a continuacion se enumeran, decir si afectan o no al

funcionamiento normal del algoritmo de Dijkstra; en el caso de que lo hagan, indicar si existe
alguna manera de solucionar el problema: a) el grafo presenta algun ciclo; b) el grafo es no
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dirigido; ¢) las aristas pueden ser negativas; d) puede haber aristas de un nodo a si mismo;
e) pueden haber varias aristas de un nodo a otro; f) hay nodos inaccesibles desde el nodo
inicial; g) hay varios nodos unidos con el nodo inicial por caminos igual de cortos.

6.20 Dado un grafo dirigido determinar, en funciéon de su representacion y de la relacion
entre el numero de aristas y el numero de nodos, si es mejor el algoritmo de Floyd o el
algoritmo de Dijkstra reiterado para determinar la conexion entre toda pareja de nodos. En el
segundo caso, especificar claramente como hay que modificar el algoritmo para adaptarlo al
problema. Decir si hay alguna situacion concreta que aconseje aplicar algun otro algoritmo
conocido sobre el grafo.

6.21 Dado el grafo siguiente:

indicar, a ojo de buen cubero, todos los posibles arboles de expansién minimales asociados.
A continuacién, aplicarles los algoritmos de Kruskal y de Prim, estudiando todas las
resoluciones posibles de las indeterminaciones que presente. Comparar los resultados.

6.22 El coste espacial adicional del algoritmo de Prim de la fig. 6.20 es ©(n) asintéticamente
y no se puede mejorar; ahora bien, las dos estructuras empleadas estan fuertemente
interrelacionadas, como muestra claramente el invariante, y se pueden fusionar, dado que
dentro del conjunto sélo hay vértices de cero predecesores no tratados. Codificar esta
nueva version.

6.23 Estudiar la posibilidad de organizar el vector arista_min del algoritmo de Prim como una
cola prioritaria. ¢Qué coste queda? ¢ Influye en este coste la configuracion del grafo? (Esta
implementacion fue propuesta por D.B. Johnson el afo 1975 en "Priority queues with
update and finding minimum spanning trees", Information Processing Letters, 4, pp. 53-57.)

6.24 Razonar como afectan la implementacién del grafo y la relacion entre el nimero de
nodos y aristas en la eleccion entre Prim y Kruskal.
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6.25 Para todas las situaciones que se enumeran a continuacion, decir si afectan o no al
funcionamiento normal de los algoritmos de Prim y Kruskal; en caso de que lo hagan, indicar
si hay alguna forma posible de solucionar el problema: a) el grafo presenta algun ciclo; b) el
grafo es dirigido; c¢) las aristas pueden ser negativas; d) puede haber aristas reflexivas; e)
puede haber varias aristas de un nodo a otro; f) hay nodos inaccesibles desde el nodo
inicial; g) hay varios nodos unidos con el nodo inicial con una arista igual de corta.

6.26 Disefar un algoritmo que decida si un grafo no dirigido dado contiene algun subgrafo
completo de k vértices, usando la signatura que mas convenga.

6.27 La regién de Aiceney, al sur de Balquistan, es famosa en el mundo entero por su
sistema de comunicaciones basado en canales que se ramifican. Todos los canales son
navegables y todas las localidades de la regidn estan situadas cerca de algun canal.

a) Una vez al aho, los alcaldes de la regiéon se reunen en la localidad de San Macros
desplazandose cada uno en su propio vaporetto oficial. Proponer a los alcaldes un algoritmo
que las permita llegar a San Macros de forma que entre todos ellos hayan recorrido la minima
distancia.

b) A consecuencia de la crisis energética, los alcaldes han decidido compartir los vaporettos
de manera que si, durante su trayecto, un vaporetto pasa por una ciudad donde hay uno o
mas alcaldes, los recoge, formandose entonces grupos que se dirigen a San Macros. Discutir
la validez de la solucidn anterior. Si es necesario, proponer otra que reduzca la distancia
recorrida por los vaporettos (pero no necesariamente por los alcaldes).

6.28 Una empresa dispone de un conjunto de ordenadores distribuidos en un ambito
geografico. Varias parejas de estos ordenadores se podrian conectar fisicamente mediante
una linea cualquiera de comunicacion (bidireccional). La empresa hace un estudio previo del
coste de transimision por unidad de informacion que tendria cada conexion en funcion de
algunos parametros (longitud de la linea, calidad de la sefal, etc.) y, a partir de este resultado,
quiere calcular qué conexiones tiene que usar para que se cumpla que: a)dos ordenadores
predeterminados del conjunto estén comunicados entre si con el minimo coste de
transmision por unidad de informacion posible y b) todos los ordenadores estén
comunicados, de manera que el coste total de la transmision por unidad de informacion sea
minimo, cumpliendo la condicidn del punto anterior. Proponer un algoritmo que resuelva el
problema.

6.29 Una multinacional tiene agencias en numerosas ciudades dispersas por todo el
planeta. Suponiendo que se conoce el coste de un minuto de conversacion telefénica entre
todo par de ciudades, se quiere encontrar la forma de decidir a qué agencias debe llamarse
desde toda agencia para que un mensaje originario de cualquiera de ellas llegue al
destinatario con un coste total minimo. Pensar cual es la informacién minima imprescindible
que debe almacenarse en cada agencia.
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6.30 a) El ayuntamiento de Villatortas de Arriba proyecta construir una red metropolitana.
Previamente, el consistorio decide la ubicacion de cada estacion y calcula la distancia entre
todo par de ellas, de manera que tan sélo queda determinar qué tramos (es decir, qué
conexiones entre estaciones) se construyen. La politica elegida consiste en reducir la
longitud total de la red con la condicion de que todas las estaciones queden conectadas
entre si (es decir, que desde cualquier estacion se pueda llegar a cualquier otra). El resultado
puede implicar la existencia de diferentes lineas de metro y, en este caso, existen estaciones
que pertenecen a mas de una linea y que permiten hacer transbordos (es decir, cambios de
linea). Asociar esta situacion a un modelo y a un algoritmo conocido y explicar como deberia
interpretarse la salida de dicho algoritmo para encontrar una posible configuracién de la red
(en el caso general, habra diversas alternativas; devolver una cualquiera).

b) Al construir la red metropolitana, el ayuntamiento decide no seguir los resultados del
estudio anterior sino que, movido por intereses oscuros, prefiere aceptar la propuesta de la
coalicion en el poder. A continuacion, el consistorio quiere disponer de aquellas maquinas
que, dadas dos estaciones, encuentran la manera de ir de una a otra reduciendo la distancia
recorrida (suponer que un transbordo entre lineas tiene distancia 0). Justificar qué algoritmo
debe implementarse en una maquina instalada en la estacién E en los supuestos siguientes:
i) Que pueda pedirse el trayecto mas corto entre cualquier par de estaciones.
ii) Que sdlo pueda pedirse el trayecto mas corto desde E a cualquier otra estacion.
(En caso que haya mas de una alternativa, devolver una cualquiera.)

c) Después de un estudio de los técnicos municipales, se considera que un criterio mejor
para programar las maquinas consiste en reducir el numero de estaciones de paso para ir de
una estacién a otra (suponer que un transbordo entre lineas no cuenta ningun paso).
Explicar qué modelo y qué algoritmo se necesita para programar las maquinas. (En caso de
que haya mas de una alternativa, devolver una cualquiera.)

d) En las siguientes elecciones municipales, el principal partido de la oposiciéon basa su
campanfa en sustituir estas maquinas por otras que, dadas dos estaciones, encuentran la
manera de ir de una a otra con el numero minimo de transbordos. ;Es posible? En caso
afirmativo, decir qué modelo y qué algoritmo se necesita. ;Qué debe modificarse en la
solucion si, en caso de haber diversas alternativas con el minimo niumero de transbordos, se
pidiera la que reduzca el numero de estaciones de paso, siendo dicho calculo lo mas
eficiente posible?

6.31 En este ejercicio nos centramos en la especificacion de los diferentes recorridos sobre
grafos estudiados en la seccién 6.3. Considerando que hay muchos recorridos concretos
asociados a una estrategia particular y que, ademas, la especificacién de la obtencion de uno
(o todos) de estos recorridos, dentro del marco de la semantica inicial, resultaria
practicamente en una implementacién por ecuaciones (debido al conocido problema de la
sobreespecificacion que presenta esta semantica), se ha optado por introducir diferentes
predicados que comprueben si una lista con punto de interés es un recorrido valido para un
grafo dirigido no etiquetado segun cada estrategia.
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a) Especificar la funcidén estan_todos: lista_vértices — bool que comprueba si una lista
contiene todos los vértices del grafo, o que es un requisito indispensable para que la lista se
pueda considerar como un recorrido valido segun cualquier estrategia. Definir los parametros
formales necesarios sobre los vértices que permitan obtener todos los valores del tipo. Si es
necesario, enriquecer las listas con alguna operacion.

b) Sea g un grafo dirigido no etiquetado y sea | una lista de vértices. Se quiere especificar la
operacion es_recorrido_profundidad: lista_vértices grafo — bool; | sera un recorrido en
profundidad de g si, para todo vértice v de la lista, el recorrido avanza por alguno de los
caminos que salen de él y llega tan lejos como puede (es decir, hasta un vértice ya visitado o
hasta un vértice sin sucesores). Los caminos se definen como una secuencia de vértices.
Especificar las operaciones:
todos_caminos_no_ciclicos: grafo lista_vértices cjt_vértices — cjt_secs_vértices, que
genera el conjunto de caminos no ciclicos que salen de alguno de los vértices dados a
la lista; el conjunto de vértices representa los vértices por los que ya ha pasado el
camino y es necesario precisamente para controlar si es ciclico o no. Si es necesario,
enriquecer las listas con alguna operacion.
sigue_alguno: cjt_secs_vértices lista_vértices — bool, que comprueba si hay algun
camino de los generados anteriormente que se solape total o parcialmente con los
vértices que hay en la lista, a partir de la posicion actual; en este caso, se puede afirmar
que efectivamente se ha seguido este camino. Si el solapamiento no es total, es
indispensable que los vértices del camino que no se solapan ya hayan sido visitados
previamente, porque este es el Unico motivo que justifica la interrupcién en el recorrido
de un camino.
prof_pro: lista_vértices grafo — bool, que comprueba que todos los vértices de la lista
cumplen la condicién del recorrido en profundidad.

De esta manera, la especificaciéon de la operacién es_recorrido_profundidad? queda:
es_recorrido_profundidad(l, g) = estan_todos(l) A prof_pro(principio(l), g)

c) Sea g un grafo dirigido no etiquetado y sea | una lista de vértices. Se quiere especificar la
operacion es_recorrido_anchura: lista_vértices grafo — bool; | sera un recorrido en anchura
de g si, para todo vértice v de la lista, el recorrido explora inmediatamente todos sus
sucesores todavia no visitados. Especificar las operaciones:
subsec: sec_vértices lista_vértices — sec_vértices, que genera la subsecuencia del
recorrido que tiene como primer elemento el primer no sucesor de v que aparece
detras de v. La lista de entrada representa los vértices sucesores y la secuencia
contiene, inicialmente, los nodos que hay a partir del elemento actual, sin incluirlo.
no_hay_ninguno: sec_vértices lista_vértices — bool, que comprueba que, en la
subsecuencia obtenida con subsec, no hay ningun sucesor de v. Es necesario pasar la
lista de vértices sucesores.
anchura: lista_vértices grafo — bool, que comprueba que todos los vértices de la lista
cumplen la condicion de recorrido en anchura.
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Asi, la especificacion de la operacion es_recorrido_anchura? queda:
es_recorrido_anchura(l, g) = estan_todos(l) A anchura(principio(l), g)

d) Sea g un grafo dirigido no etiquetado y sea | una lista de vértices. Se quiere especificar la
operacion es_ordenacion_topoldgica?: lista_vértices grafo — bool; | sera un recorrido en
ordenacién topoldgica de g, si todo vertice v aparece en la lista después de todos sus
antecesores. Especificar la operacion ord_top: lista_vértices grafo — bool, que comprueba
que, para cada arista del grafo, se cumple la propiedad dada. Asi, la especificacién de la
operacion es_ordenacion_topoldgica? queda:

es_ordenacién_topoldgica(l, g) = estan_todos(l) A ord_top(principio(l), 9)

En todos los apartados, detallar las instancias efectuadas y también cuales son los
parametros formales de la especificacion.

6.32 En este ejercicio se quiere especificar la obtencién de caminos minimos en grafos.

a) Sea g un grafo dirigido y etiquetado no negativamente y sea v un vértice. Especificar la
operacién camino_minimo: grafo vértice — tabla_vértices_y_etigs; camino_minimo(g, v)
devuelve una tabla T, tal que consulta(T, w) es igual al coste del camino minimo entre v y w.

b) Sea g un grafo dirigido y etiquetado no negativamente. Especificar la operacién
caminos_minimos: grafo — tabla_parejas_vértices_y_etigs; caminos_minimos(g) devuelve
unatabla T, tal que consulta(T, <v, w>) es igual al coste del camino minimo entre v y w.

En todos los apartados, detallar las instancias efectuadas y también cudles son los
parametros formales de la especificacion. Si es conveniente, usar alguna de las operaciones
especificadas en el ejercicio 6.1.

6.33 En este ejercicio se quiere especificar el concepto de arbol de expansidon minimal
asociado a un grafo siguiendo varios pasos.

a) Sea g un grafo no dirigido y etiquetado no negativamente. Especificar la operacién
no_ciclicos: grafo — cjt_grafos, tal que no_ciclicos(g) devuelve el conjunto de subgrafos de
g que no presentan ningun ciclo.

b) Sea C un conjunto de grafos no dirigidos, aciclicos y etiquetados no negativamente.
Especificar la operacion maximales: cjt_grafos — cjt_grafos tal que maximales(C) devuelve
un conjunto D de grafos conexos, D = C. Notar que, por la propiedad de los arboles libres, o
bien D es el conjunto vacio (si no habia ningun grafo conexo en C), o bien todos sus
elementos tienen exactamente n - 1 aristas, siendo n el nimero de vértices de los grafos.

c) Sea g un grafo no dirigido y etiquetado no negativamente. Especificar la operacion
ae: grafo — cjt_grafos tal que ae(g) devuelve el conjunto de grafos que son &arboles de
expansion para g.

d) Sea C un conjunto de grafos, resultado de un calculo de ae. Especificar la operacion
minimales: cjt_grafos — cjt_cjt_grafos tal que minimales(S) devuelve un conjunto D de

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



364 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

conjuntos de grafos que son minimales (respecto la suma de las etiquetas de sus aristas)
dentro del conjunto C,D = C.

e) Finalmente, sea g un grafo no dirigido y etiquetado no negativamente. Especificar la
operacion aem: grafo — cjt_cjt_aristas que devuelve el conjunto de arboles de expansién
minimales asociados al grafo.

En todos los apartados, detallar las instancias efectuadas y también cuales son los
parametros formales de la especificacion.
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Capitulo 7 Uso y diseno de tipos abstractos de datos

A lo largo de los diferentes capitulos de este libro se ha introducido el concepto de tipo
abstracto de datos como eje central en el desarrollo de software a gran escala, y se han
presentado varias estructuras de datos de interés surgidas del estudio de su implementacion
eficiente. Ahora bien, las aplicaciones de gran tamafno son algo mas que la simple definicion
de uno o mas tipos abstractos de datos: consisten en algoritmos, muchas veces complejos,
que se basan, o bien en el uso de los tipos clasicos vistos en los capitulos 3 a 6, ya sea tal
como se han definido o con modificaciones, o bien en la definicion de nuevos tipos
abstractos que respondan a una funcionalidad y a unos requerimientos de eficiencia
determinados; en este ultimo capitulo nos centramos precisamente en la problematica de
cémo usar tipos ya existentes y como crear nuevos tipos de datos.

Cabe decir que, actualmente, no hay ninguna estrategia universal de desarrollo de
programas a gran escala; dicho de otra manera, no existe una férmula magica que, dado un
enunciado, permita identificar claramente los tipos abstractos que deben formar parte de la
solucién ni tampoco las implementaciones mas eficientes. Por ello, este capitulo se ha
planteado como una coleccidn de problemas resueltos, cuya eleccién responde al intento
de ilustrar algunas situaciones muy habituales y sus resoluciones mas comunes, que
pueden extrapolarse a otros contextos.

Como punto de partida es necesario recordar que, tal como se expuso en el apartado 2.3.5,
la programacion con tipos abstractos de datos obliga frecuentemente a elegir entre eficiencia
y modularidad como criterio principal de disefio, tanto al usar tipos conocidos como al definir
nuevos tipos, y éste sera el punto central de discusion en los enunciados aqui resueltos. Es
decir, una aplicacién altamente modular construida como una combinacién de mddulos
simples, ya existentes e implementados con sendas estructuras de datos, generalmente
acaba siendo un programa no del todo eficiente, ya que, por un lado, puede repetirse
informacion redundante en las diversas subestructuras y por tanto el espacio necesario sera
voluminoso; por otro, puede que la codificacién de las operaciones de un tipo
(evidentemente, hecha después de su especificacion) no explote adecuadamente todas las
caracteristicas de la estructura subyacente (v. el ejemplo de los conjuntos del apartado
2.3.5). El usuario o disefiador ha de decidir cual es el criterio mas importante y desarrollar su
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software en consecuencia. Debe considerarse, no obstante, que hay excepciones a la regla
general en las que un programa altamente modular es también el mas eficiente, en cuyo caso
no hay duda posible.

Para la resolucion de los problemas presentados en este capitulo, supondremos que los
usuarios y los disefadores tienen a su disposicion una biblioteca de universos en la que
residen, como minimo, todos los tipos vistos a lo largo del libro junto con los
enriquecimientos mas interesantes que han aparecido (recorridos de arboles y grafos,
algoritmos de caminos minimos, etc.). A veces supondremos que estos tipos presentan
algunas operaciones adicionales de interés general (por ejemplo, longitud o pertenencia en
listas). La existencia de esta biblioteca de componentes reusables es fundamental en el
desarrollo de programas a gran escala, sobre todo en aquellas instalaciones compartidas por
un gran numero de usuarios, porque permite reutilizar los mdédulos que en ella residen,
normalmente a través de las instancias oportunas, y reducir asi el tiempo de desarrollo de
nuevas aplicaciones.

7.1 Uso de tipos abstractos de datos existentes

El primer punto clave en la construccion de nuevas aplicaciones consiste en la capacidad de
reutilizar universos ya existentes. La reusabilidad es posible gracias al hecho de que los
universos son, casi siempre, parametrizados, lo que favorece su integracion en contextos
diferentes'. Es necesario estudiar, por tanto, qué modalidades de uso de los tipos pueden
identificarse y éste sera el objetivo de la seccién.

Los ejemplos se han elegido desde una doble perspectiva. Por un lado, se pretende ilustrar
los diferentes grados posibles de integracién de los tipos de datos en una aplicacién; en
concreto, se presenta un enunciado que reusa completamente dos tipos de datos de la
biblioteca, otro que solo puede reutilizar los razonamientos pero no el cédigo, y un tercero
que combina ambas situaciones. Por otro, los enunciados son ejemplos clasicos dentro del
ambito de las estructuras de datos, tal como se comenta en cada uno de ellos.

Notemos que no se presenta la especificacion ecuacional de los algoritmos. La razén es, una
vez mas, la sobreespecificacion debida a la semantica inicial, que conduce a una
implementacion por ecuaciones mas que a una especificacion abstracta. En realidad, para
esta clase de operaciones parece mas adecuado construir otro tipo de especificacién o
cambiar la semantica de trabajo (por ejemplo, la semantica de comportamiento donde la
operacion se especificaria estableciendo las propiedades que toda resolucion del algoritmo
deberia cumplir).

' En aquellos lenguajes que no ofrecen un mecanismo de parametrizacion de médulos, la estrategia de
desarrollo es la misma que se presenta aqui, pero exige la interaccidon del usuario para adaptar los
tipos al nuevo contexto (por simple sustitucion textual) y recompilarlos posteriormente.
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7.1.1 Un evaluador de expresiones

En este apartado se desarrolla hasta el ultimo detalle una aplicacién que simplemente usa las
definiciones de los tipos abstractos de datos de las pilas y las colas introducidas en el
capitulo 3. Se trata, por tanto, de un ejemplo paradigmatico de la integracion directa, sin
ningun tipo de modificacion, de unos componentes genéricos (residentes en la biblioteca
de universos) en un algoritmo.

Mas concretamente, se quiere construir un programa para evaluar expresiones aritméticas,
tales como 9 /6 A (1 + 3) *4 -5 * 9 (que, para simplificar el problema, supondremos
sintacticamente correctas), compuestas de operandos, operadores y paréntesis; tomamos
como operandos el conjunto de los enteros y como operadores la exponenciacion (), la
suma ('+), la resta (*-'), el producto (') y la division (/). Este es un ejemplo clasico en el ambito
de las estructuras de datos que aparece en gran numero de textos (destacamos, por
ejemplo, el tratamiento detallado de [HoS94, pp. 114-121]). Ademas, segun el contexto, se
puede resolver usando estructuras diferentes; en esta seccién utilizamos una pila para
calcular el valor directamente a partir de la expresion, pero si el proceso de evaluacion se
llevara a cabo repetidas veces seria recomendable transformar la expresion a una
representacion arborescente o en forma de grafo, de manera que la evaluacién consistiera
en un simple recorrido de la estructura (v. ejercicios 5.4, 5.23 y 6.13).

El primer paso en la resolucion del problema consiste en definir con exactitud como se
evalla una expresion (es decir, en qué orden se aplican los operadores sobre los
operandos); para ello, debe determinarse:

- La prioridad de los operadores: tomamos como mas prioritaria la exponenciacion,
después los operadores multiplicativos (producto y division) y finalmente los aditivos
(sumay resta). Asi, la expresioén 2 + 3 * 5 es equivalente a 2 + (3 * 5).

- La asociatividad de los operadores: a idéntica prioridad, consideramos que todos los
operadores asocian por la izquierda, excepto la exponenciacion, que asocia por la
derecha. Asi, la expresion 2 A 3/ 5 es equivalente a 2 A (3 A 5), mientras que la expresion
2+ 3-5esequivalentea (2 + 3) - 5.

El orden de aplicacion dado por las prioridades y la asociatividad puede romperse con los
paréntesis. Asi, la expresion 9/62(1+3)*4-5*9equivalea (9/(6~(1+3))) *4)-(5*9).
Esta parentizacion queda claramente expuesta en una representacion jerarquica de la
expresion similar a la elegida para los términos de una signatura (v. fig. 7.1).

Un primer inconveniente que surge en la resolucidn del problema es el tratamiento
simultaneo de los paréntesis, de la asociatividad y de las prioridades, mezclado con la
aplicacion de los operadores sobre los operandos. Para solucionarlo, se transforma
previamente la expresion original en otra equivalente, pero escrita en una notacion diferente,
denominada notacion polaca (ing., polish notation) o postfix; en la notacién polaca los
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Fig. 7.1: representacion jerarquica de la expresion 9/6 A (1+3) * 4 - 5*9.

operadores aparecen después de los operandos sobre los que se aplican, en
contraposicion con la notacidn infix habitual, donde los operadores aparecen entre los
operandos. La propiedad que hace atractivas estas expresiones es que para evaluarlas basta
con recorrerlas de izquierda a derecha, aplicando los operadores sobre los dos ultimos
operandos obtenidos; la regla de evaluacién dada no depende de prioridades ni de
asociatividades, y no puede alterarse mediante el uso de paréntesis.

2+3*5 235*+
2+3)*5 23+5*
9/6A(1+3)*4-5%9 9613+A/4*59*-

Fig. 7.2: unas cuantas expresiones en notacion infix (a la izquierda) y postfix (a la derecha).

El algoritmo que evalla una expresion en notacion polaca (v. fig. 7.3) se basa en el uso de
una pila: se leen de izquierda a derecha todos los simbolos que aparecen en la expresion; si
el simbolo es un operando, se guarda dentro de la pila y, si es un operador, se desempilan
tantos operandos como exige el operador, se evalua esta subexpresion y el resultado se
vuelve a empilar. Si la expresion era sintacticamente correcta, tal como se requiere en la
precondicion, al acabar el algoritmo la pila contendra un Unico valor, que precisamente sera el
resultado de la evaluacion.

Para codificar el algoritmo, introducimos diversos tipos auxiliares que detallamos a
continuacion:
- Tipo expresion: por el momento, con operaciones para obtener el primer simbolo de
una expresion, eliminarlo y decidir si una expresion esta o no esta vacia.

- Tipo simbolo: un simbolo es un componente simple de la expresion; puede ser un
operador o un operando (de momento, olvidemos los paréntesis, que no existen en las
expresiones polacas). Hay una operacion para decidir si un simbolo es operador o
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operando; si es un operando, se le puede aplicar una operacion que nos devuelve el
valor que representa; sino, puede aplicarsele una operacion que devuelve el operador
que representa.

- Tipo pila_valores: sera una instancia del universo parametrizado de las pilas.

Para que el evaluador sea lo mas util posible, se decide parametrizarlo mediante el tipo de los
valores y los operadores permitidos; de esta manera, se puede depositar la aplicacion en la
biblioteca de componentes y reusarla facilmente en diferentes contextos. Los parametros se
encapsularan en el universo de caracterizacion TIPO_EXPR que, de momento, define los
géneros valor y operador y una operacion aplica para aplicar un operador sobre dos
operandos. Si se quisiera hacer el evaluador aun mas general, TIPO_EXPR podria definir
diversas operaciones de aplicacién para operadores con diferente numero y tipos de
operandos. Al final del apartado se muestra la instancia necesaria para adaptar el evaluador al
contexto del enunciado.

{Funcidén evalua_polaca(e): siendo e una expresién polaca, la evalia con la ayuda
de una pila. Precondicién: e es una expresion sintacticamente correcta}
funcioén evalla_polaca (e es expresién) devuelve valor es
var p es pila_valores; v, w son valor; s es simbolo fvar
p := PILA.crea
mientras —vacia?(e) hacer
{l = la parte de expresién ya examinada de e ha sido evaluada; en la cima de
la pila reside el resultado parcial acumulado y en el resto de la pila se
almacenan todos aquellos valores con los que todavia no se ha operado}
s := primer_simbolo(e); e := elimina_simbolo(e)
si - es_operador?(s) entonces {es un valor y se empila}
p := empila(p, valor(s))
si no {se obtienen y desempilan los operandos, se opera y se empila el resultado}
v = cima(p); p := desempila(p) {v es el segundo operando}
w := cima(p); p := desempila(p) {w es el primer operando}
p := empila(p, aplica(w, operador(s), v))
fsi
fmientras
devuelve cima(p) {cima(p) = resultado de la evaluacion de e}

Fig. 7.3: algoritmo de evaluacién de una expresién en notacion polaca.
A continuacion, disefiamos el algoritmo para transformar una expresion de notacidn infix en
polaca; dado que el orden de los operandos es el mismo en ambas expresiones, la estrategia

consiste en copiarlos directamente de la expresion infix a la postfix insertando
adecuadamente los operadores.
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Comenzamos por no considerar la existencia de paréntesis ni la asociatividad por la derecha
de la exponenciacion. En este caso simplificado, es suficiente recorrer la expresion de
izquierda a derecha: si el simbolo que se lee es un operando, se escribe directamente en la
expresion polaca; si es un operador, se escriben todos los operadores que hayan salido
antes y que sean de prioridad mayor o igual a la suya. Esta escritura debe realizarse en orden
inverso a la aparicién, lo que indica la conveniencia de gestionar los operadores mediante
una pila.

En la fig. 7.4 se muestra paso a paso la formacién de la expresién polaca correspondiente a la
expresion infix 3 + 2 * 5, usando una pila (el guion '-' significa la expresion vacia y A significa la
pila vacia). En (1), se empila ™" porque tiene mayor prioridad que '+'; en caso contrario, se
hubiera desempilado '+' y se hubiera escrito en la expresion postfix. Cuando la expresién
infix ha sido totalmente explorada, se copia lo que queda de la pila sobre la expresion postfix.

Infix Pila Postfix
3+2*5 A -
+2*5 A 3
2*5 + 3
*5 + 32
5 +* 32 (1)
- +* 325
- + 325"
- A 325*+

Fig. 7.4: formacién de una expresion polaca.

Seguidamente se incorporan los paréntesis al algoritmo. La aproximacién mas simple
consiste en tratarlos como unos operadores mas con las siguientes prioridades: el paréntesis
de abrir siempre se empila, y el de cerrar obliga a copiar todos los operadores que haya en la
pila sobre la expresidn polaca hasta encontrar el paréntesis de abrir correspondiente. En la
fig. 7.5 se muestra la evolucion del algoritmo para la expresién 2 * (3 + 2) * 5. En (2), se
reducen operadores hasta llegar al primer paréntesis abierto de la pila.

Para implementar el algoritmo se asignan dos prioridades diferentes a todos los operadores:
la que tiene como simbolo de la expresion infix, y la que tiene como simbolo de la pila; los
operadores se desempilan siempre que su prioridad de pila sea mayor o igual que la prioridad
de entrada del operador en tratamiento. La distincién de estas prioridades viene determinada
por el tratamiento del paréntesis de abrir: cuando se encuentra en la expresion infix debe
empilarse siempre, mientras que cuando se encuentra en la pila sélo se desempila al
encontrarse el paréntesis de cerrar correspondiente, lo que da como resultado dos
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prioridades diferentes. Para facilitar la codificacion, determinaremos las prioridades mediante
enteros. En la fig. 7.6 se muestra una posible asignaciéon que cumple los requerimientos del
problema. No es necesario que el paréntesis de cerrar tenga prioridad de pila, porque el
algoritmo nunca lo empilard; su prioridad en la entrada debe ser tal que obligue a desempilar
todos los operandos hasta encontrar el paréntesis de abrir correspondiente. El resto de
operadores tienen idéntica prioridad en la entrada que en la pila, lo que significa que la
asociatividad de los operadores es por la izquierda.

Infix Pila Postfix
2*(8+2)*5 A -
*B3+2)*5 A 2
B3+2)*5 * 2
3+2)*5 *( 2
+2)*5 *( 23
2)*5 “(+ 23
)*5 (+ 232
*5 * 232+ (2)
5 * 232+"*
- * 232+*5
- A 232+*5*

Fig. 7.5: formacion de una expresion polaca tratando paréntesis.

Operador Prior. pila Prior. entrada
) - 0
A 3 3
*/ 2 2
+, - 1 1

( -1 10

Fig. 7.6: posible asignacion de prioridades a los operadores.

Precisamente este ultimo punto es el que todavia queda por modificar, pues el enunciado
del problema establece que la exponenciacién asocia por la derecha. La solucién es simple:
si la prioridad de la exponenciacion es mayor en la entrada que en la pila (por ejemplo, 4), se
iran empilando diferentes operaciones consecutivas de exponenciacion y acabaran
aplicandose en el orden inverso al de su aparicidn, es decir, de derecha a izquierda.

El algoritmo se codifica en la fig. 7.7. Destaquemos que se requiere un nuevo operador,
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nulo, para facilitar su escritura, que, al empezar, se coloca en la pila de operadores y al final de
la expresion infix; su prioridad de pila garantiza que no saldra nunca (es decir, la pila nunca
estara vacia y el algoritmo no debera de comprobar esta condicién; para conseguir este
objetivo, la prioridad debe ser lo mas pequeha posible, por ejemplo -2) y tiene una prioridad
de entrada que obligara a desempilar todos los simbolos que haya en la pila, excepto el
mismo nulo inicial (es decir, no sera necesario vaciar la pila explicitamente al final; esta
prioridad debe ser lo mas pequefa posible, pero mayor de -2 para no sacar el nulo inicial, por
ejemplo, -1, valor que no entra en conflicto con los paréntesis de abrir, ya que no habra
ninguno en la pila al final del algoritmo).

Ademas, el algoritmo necesita otras operaciones y tipos auxiliares: sobre las expresiones,
una operacién para crear la expresion vacia y otra para afiadir un simbolo al final de la
expresion; sobre los operadores, dos operaciones para saber las prioridades y otra mas para
comparar; sobre los simbolos, una operacién crear_op para crear un simbolo a partir de un
operador (necesaria para no tener problemas de tipo); y una nueva instancia de las pilas para
disponer de una pila de operadores.

{Funcién a_polaca(e) : siendo e una expresion infix, la transforma en polaca con la
ayuda de una pila. Precondicion: e es una expresion sintacticamente correcta}

funcién a_polaca (e es expresion) devuelve expresién es
var e2 es expresion; p es pila_ops; s es simbolo; op es operador fvar
p := empila(PILA.crea, nulo)
e := aflade_simbolo(e, crea_op(nulo)); e2 := crea
mientras - vacia?(e) hacer
{l = los valores ya examinados de e estan en e2 en el mismo orden, y los
operadores ya examinados de e estan en e2 o en p, segun sus prioridades}
s := primer_simbolo(e)
si— es_operador?(s) entonces {es un valor y se anade al resultado}
e2 := anade_simbolo(e2, s)
si no {operador que se empila o se afiade al resultado segun la prioridad}
op := operador(s)
mientras prio_pila(cima(p)) > prio_ent(op) hacer
e2 := ahade_simbolo(e2, crea_op(cima(p)))
p := desempila(p)
fmientras
siop = par_cerrar entonces p := desempila(p) {paréntesis de abrir}
si no p := empila(p, op)
fsi

fsi
e := elimina_simbolo(e)
fmientras

devuelve e2

Fig. 7.7: algoritmo para transformar una expresion infix en notacion polaca.
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En la fig. 7.8 se muestra el encapsulamiento en universos de la aplicacion. El universo
EVALUADOR, parametrizado por los valores y los operadores sobre los que se define el
problema, introduce los géneros de los simbolos y de las expresiones y la funcion evalua.
Los simbolos se especifican como una uniéon disjunta de dos tipos, mientras que las
expresiones, dadas las operaciones y el comportamiento requeridos, se definen como colas
de simbolos; por los motivos ya citados, la funcidén evalia no se especifica. Por lo que
respecta al universo IMPL_EVALUADOR, implementa el tipo de las expresiones eligiendo
una de las implementaciones para colas existentes en la biblioteca (por punteros, para que
asi no se precise ninguna cota), el tipo de los simbolos como una tupla variante, y la funcién
evalla usando como operaciones auxiliares las ya codificadas a_polaca y evalia_polaca y
realizando las instancias necesarias sobre las pilas. Las pilas auxiliares también se
implementan mediante punteros. Por ultimo, notemos que los parametros formales
encapsulados en TIPO_EXPR presentan todos los requerimientos comentados durante la
resolucién del problema, sobre todo en lo que respecta a las prioridades de los operadores.

Los tres universos dados deberian residir en la biblioteca de componentes; segun el sistema
gestor de la biblioteca, podrian residir los tres en un unico componente, o bien cada uno por
separado, si se distingue en la biblioteca un apartado para universos de especificacion, otro
para universos de implementacion y un tercero para universos de caracterizacion. Sea como
fuere, es muy sencillo crear un evaluador concreto a partir de los requisitos de un problema;
por ejemplo, en la fig. 7.9 se muestra el evaluador que responde a las caracteristicas del
enunciado. Primero se especifican y se implementan los géneros y las operaciones que
actuaran de parametros reales y, a continuacién, se instancia el evaluador; notemos que se
construye directamente una implementacién, porque la especificacién queda clara a partir de
la relacion existente entre el universo parametrizado y la instancia.

7.1.2 Un gestor de memoria dinamica

A continuacién nos enfrentamos con una situacion completamente inversa a la anterior: se
dispone de una estructura de datos dada, que simula la memoria dinamica a la que acceden
los programas en ejecucioén a través de punteros y que se quiere gestionar con las primitivas
habituales obtener_espacio (reserva de espacio para guardar un objeto) y liberar_espacio
(devolucién del espacio cuando no se necesita mas el objeto). En este contexto, no es
recomendable usar un tipo de datos auxiliar, porque se malgastaria espacio, sino que se
aprovecha la misma memoria para disefar una estructura de bloques libres con los trozos de
memoria no ocupada; esta estructura sera lineal y para implementarla eficientemente
usaremos diversas técnicas vistas en la seccién 3.3.

También esta aplicacién es un clasico en el mundo de las estructuras de datos y existen

varias estrategias para implementarla (v. [HoS94, pp. 172-188], que es la base de la
propuesta que aqui se da, y también [AHU83, cap. 12] o [Knu68, pp. 470-489)).
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universo TIPO_EXPR caracteriza
usa ENTERO, BOOL
tipo valor, operador
ops nulo, par_cerrar, par_abrir: — operador
aplica: valor operador valor — valor
_=_, _#_: operador operador — bool
prio_ent, prio_pila: operador — entero
ecns prio_ent(nulo) > prio_pila(nulo) = cierto
[x # nulo A x # par_cerrar] = prio_ent(x) > prio_ent(par_cerrar) = cierto
... y el resto de propiedades sobre los paréntesis (similares a la anterior), _=_y _#_
funiverso

universo EVALUADOR (TIPO_EXPR) es

tipo simbolo {primero, definicién del TAD de los simbolos}
ops crea_valor: valor — simbolo
crea_op: operador — simbolo
es_operador?: simbolo — bool
valor: simbolo — valor
operador: simbolo — operador
errores [~ es_operador?(s)] = operador(s); [es_operador?(s)] = valor(s)
ecns es_operador?(crea_op(op)) = cierto; es_operador?(crea_valor(v)) = falso
valor(crea_valor(v)) = v; operador(crea_op(op)) = op

instancia COLA(ELEM) donde elem es simbolo {a continuacién el TAD de las expresiones}
renombra cola por expresion, encola por anade_simbolo
cabeza por primer_simbolo, desencola por elimina_simbolo

ops evalua: expresion — valor {por ultimo la funcién de interés}
funiverso

universo IMPL_EVALUADOR (TIPO_EXPR) implementa EVALUADOR(TIPO_EXPR)
tipo simbolo es tupla
caso es_operador de tipo bool igual a
cierto entonces op es operador
falso entonces v es valor

ftupla
ftipo
tipo expresion implementado con COLA_POR_PUNTEROS(ELEM) ftipo
...implementacion de las operaciones sobre simbolos, trivial

instancia PILA(ELEM) implementada con PILA_POR_PUNTEROS(ELEM)
donde elem es operador renombra pila por pila_ops

instancia PILA(ELEM) implementada con PILA_POR_PUNTEROS(ELEM)
donde elem es valor renombra pila por pila_valores

funcioén evalua (e es expresion) devuelve valor es devuelve evalua_polaca(a_polaca(e))
funcién privada evalta_polaca (e es expresion) devuelve valor es ... {v. fig. 7.3}

funcién privada a_polaca (e es expresion) devuelve expresion es ... {v. fig. 7.7}
funiverso

Fig. 7.8: encapsulamiento en universos del evaluador.
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universo OPS_Y_VALORES_ENTEROS es
usa ENTERO, BOOL
tipo op_entero
ops suma, resta, mult, div, exp, par_cerr, par_abrir, nulo: — op_entero
aplica: entero op_entero entero — entero
_=_, _#_: op_entero op_entero — bool
prio_ent, prio_pila: op_entero — entero
ecns aplica(v, suma, w) = v + w; ...
prio_ent(suma) = 1; prio_pila(suma) = 1; ...
funiverso

universo IMPL_OPS_Y_VALORES_ENTEROS implementa OPS_Y_VALORES_ENTEROS
usa ENTERO, BOOL
tipo op_entero = (suma, resta, mult, div, exp, par_cerr, par_abrir) ftipo

... funciones aplica, prio_ent y prio_pila: distinguen el tipo de operador con una
alternativa mdltiple y actian en consecuencia; funciones _=_y _#_: simple
comparacion de valores

funiverso

universo EVALUADOR_ENTEROS es
usa OPS_Y_VALORES_ENTEROS
implementado con IMPL_OPS_Y_VALORES_ENTEROS
instancia EVALUADOR(TIPO_EXPR)
implementado con IMPL_EVALUADOR(TIPO_EXPR)
donde valor es entero, operador es op_entero ...

funiverso

Fig. 7.9: posible instancia del evaluador.

Exactamente, la situacién es la siguiente: se dispone de una memoria sobre la que los
usuarios realizan peticiones de espacio de una dimensién determinada (generalmente,
peticiones diferentes exigiran tamafio diferente). Para cada peticion se busca en la memoria
un espacio contiguo mayor o igual que el pedido; si no se encuentra, se da error, si se
encuentra, se deja este espacio disponible para el usuario (por ejemplo, devolviendo un
apuntador a su inicio) y, de alguna manera, se toma nota de que esta ocupado; si el espacio
encontrado es mayor que el pedido, el trozo sobrante debe continuar disponible para
atender nuevas peticiones. Ademas, los usuarios iran liberando este espacio cuando ya no
lo necesiten. Generalmente, el orden de reserva no coincidira con el orden de liberacién y se
intercalaran reservas y liberaciones de manera aleatoria. Notemos que en la memoria pueden
quedar agujeros (es decir, bloques libres), que han de tratarse en reservas posteriores.

Cuando un usuario pide un trozo de memoria de tamafno n, debe buscarse un bloque libre
mayor o igual a n. Hay diversas politicas posibles:

- Buscar por la memoria hasta encontrar el primer bloque no ocupado de tamafio mayor o
igual que n. Es la politica del primer ajuste (ing., first fit).
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\\?\\4\%// LIBRE anc[/] LIBRE 7/ LIBRE

2 1 3 max-10 2 1 4 3 max-10
(a) estado de la memoria después de (b) estado de la memoria después de
reservar bloques de 2, 1, 4y 3 Ks. liberar el primer y el tercer bloque.

Fig. 7.10: reserva y liberacion de bloques en la memoria.

- Buscar el bloque que mas se ajuste a la dimension n por toda la memoria. Es la politica
del mejor ajuste (ing., best fit).

El first fit es mas sencillo y, ademas, se puede observar empiricamente que generalmente
aprovecha la memoria igual de bien que el best fit, porque con esta ultima estrategia pueden
quedar trozos de memoria muy pequenos y dificiimente utilizables. Por ello, en el resto de la
seccidn se adopta la politica first fit >.

Estudiemos la implementacion. Consideraremos la memoria como un vector de palabras y
haremos que todas las estructuras de datos necesarias para implementar el enunciado
residan en ella, de forma que la estructura resultante sea autocontenida. Asimismo,
consideraremos que la unidad que se almacena en una palabra es el entero:

tipo palabra es entero ftipo
tipo memoria es vector [de 0 a max-1] de palabra ftipo

En la memoria coexisten los bloques libres con los bloques ocupados; para localizar
rapidamente los bloques libres, éstos se encadenan formando una lista, de modo que, cada
vez que el usuario necesite un bloque de un tamafo determinado, se buscara en la lista y
cuando el usuario libere un bloque, se insertara al inicio de la misma. Cada uno de estos
bloques debe guardar su dimension, para determinar si se puede asignar a una peticion.

Asi, cada una de las palabras de la memoria se encuentra en una de tres situaciones
posibles:

- En un bloque ocupado, es decir, contiene datos significativos.

- Empleada para la gestién de la lista de sitios libres: supondremos que la primera palabra
de un bloque libre contiene la dimension del bloque, mientras que la segunda contiene
el apuntador al siguiente de la lista.

- Cualquier otra palabra en un bloque libre, es decir, no contiene ningun dato significativo.

% Hay otra estrategia similar, la del peor ajuste (ing., worst fit), que aqui no consideramos.
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Fig. 7.11: implementacion de la memoria de la figura 7.10(b).

En la fig. 7.12 aparece una primera version del algoritmo de la operacion de obtencion de
espacio, que busca el primer bloque de tamafo mayor o igual al pedido; cuando lo
encuentra, devuelve la direccion de la parte del bloque de dimensién n que acaba al final del
bloque. Si el bloque tiene exactamente® el espacio pedido, lo borra de la lista (con coste
constante, porque siempre se guarda un apuntador al anterior). Si no lo encuentra, devuelve
el valor -1 (que es el valor del encadenamiento del ultimo bloque de la lista). Notemos que la
busqueda comienza en el segundo bloque de la lista. Supondremos que al crear la memoria
se deposita al inicio de la lista un bloque fantasma de dimension cero que simplifica los
algoritmos; este bloque reside fisicamente a partir de la posicién 0 de la memoria. El
invariante usa la funcion cadena adaptada al tipo de la memoria para establecer que ningun
bloque examinado puede satisfacer la peticion.

accion obtener_espacio® (ent/sal M es memoria; ent tam es nat; sal p es nat) es
var g es nat; encontrado es bool fvar
{posicion 1: encadenamiento del fantasma}
p := M[M[1]]; q := 0; encontrado := falso
mientras —encontrado A (p #-1) hacer
{l = vx: xe(cadena(M, 0)-cadena(M, p)): M[x] < tam A
encontrado = M[p] > tam A la memoria se actualiza convenientemente}
si M[p] = tam entonces {se selecciona el bloque}
encontrado := cierto; M[p] := M[p] - tam
siM[p] < 2 entonces M[g+1] := M[p+1] {debe borrarse}
sinop:=p+M[p] {sedevuelve el trozo final}

fsi
sinoq:=p;p:=Mp+1] {sigue la busqueda}
fsi
fmientras

faccién

Fig. 7.12: algoritmo de obtencion de espacio libre.

® En realidad, el algoritmo procura no dejar bloques libres menores de dos palabras para guardar el
tamano y el encadenamiento.

* La codificacién de obtener_espacio que se presenta no se corresponde exactamente con la primitiva
obtener_espacio que ofrece el lenguaje, porque aqui se declara como parametro la dimension del
bloque; se puede suponer que esta llamada la genera el compilador del lenguaje (que conocera el
numero de palabras exigido por una variable de un tipo dado) a partir de la instruccién correspondiente.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



378 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

Esta implementacion presenta un par de problemas de facil solucion:

- Es posible que dentro de la lista queden bloques de una dimension tan pequefia que
dificilmente puedan ser usados para satisfacer nuevas peticiones. Por ello, la lista va
degenerando lentamente y, en consecuencia, se ralentiza su recorrido. La solucion
consistira en definir un valor ¢ tal que, si el hipotético bloque libre sobrante de una
peticidn tiene una dimension inferior a e, se ocupe el bloque entero sin fragmentar. El
valor ¢ debe ser mayor o igual que el niumero de palabras necesario para la gestion de la
lista de sitios libres.

- Como siempre se explora la lista desde su inicio, en este punto se concentran bloques
de dimensién pequena que solo satisfacen peticiones de poco espacio, lo que alarga
el tiempo de busqueda para peticiones de mucho espacio, pues se efectian consultas
inutiles al principio. Por ello, la exploracion de la lista no comenzara siempre por
delante, sino a partir del punto en que terminé la ultima busqueda; para facilitar esta
politica se implementara la lista circularmente.

Estudiemos a continuacion el algoritmo de liberacién de espacio. En un primer momento
parece que su implementacion es muy sencilla: cada vez que el usuario libera un bloque,
éste debe insertarse en la lista de bloques libres; ahora bien, es necesario considerar el
problema de la fragmentacion de memoria; supongamos que en la situacién siguiente:

si s2 s3

se libera el bloque s2. ;Qué ocurre si s1 y/o s3 también son bloques libres? jPues que
resultaran dos o tres bloques libres adyacentes! Es decir, se fragmenta innecesariamente la
memoria; obviamente, es mucho mejor fusionar los bloques libres adyacentes para obtener
otros mas grandes y asi poder satisfacer peticiones de gran tamafo.

Con la implementacion actual, detectar la adyacencia de bloques no es sencillo. Por lo tanto,
modificaremos la estructura de datos de la siguiente manera (v. fig. 7.13):

- Tanto la primera como la ultima palabra de todo bloque identificaran si es un bloque libre
0 un bloque ocupado. Asi, para consultar desde s2 el estado de los dos bloques
adyacentes, bastara con acceder a la ultima palabra de s1 y a la primera de s3, siendo
ambos accesos inmediatos. Se sabra que un bloque es libre porque esas dos palabras
seran positivas, mientras que seran negativas o cero en caso contrario; si la primera
palabra es negativa de valor -n, se interpreta como un bloque ocupado de tamafo n.

- La ultima palabra de cada bloque libre tendra también un apuntador a la primera palabra
del mismo bloque. Asi, si s1 es un bloque libre, se accedera rapidamente a su inicio
desde s2. En caso de estar ocupado, esta palabra valdra -1 para cumplir la condicion
anterior.
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tamano j - tamano
anterior lista
siguiente lista j
inicio de bloque -1

Fig. 7.13: informacién asociada a cada bloque de memoria (izq., libre; der., ocupado).

Ademas, para optimizar el coste temporal de los algoritmos, los bloques libres formaran una
lista circular doblemente encadenada y se conservara el elemento fantasma al inicio de la lista
(fisicamente, en la posicion mas baja de la memoria). También se dejara una palabra fantasma
de valor -1 a la derecha del todo de la memoria simulando un bloque ocupado, mientras que
el bloque fantasma de la izquierda se considerara ocupado a efectos del estudio de la
adyacencia, aunque esté en la lista de bloques libres, de manera que ninguno de los dos se
fusionara nunca; con la existencia de los dos bloques fantasma, no habra casos especiales
en el estudio de la adyacencia y los algoritmos quedaran simplificados. En la fig. 7.14 se
muestra el algoritmo de creacién de memoria resultante de estas convenciones. Seria
deseable recapitular todas estas condiciones en el invariante de la representacién de la
memoria, lo que queda como ejercicio para el lector.

accion crear_espacio (sal M es memoria; sal act’es entero) es
{bloque fantasma al inicio de la lista de sitios libres}
M[0] := 0; M[1] := 4; M[2] := 4; M[3] := -1
{bloque fantasma a la derecha de la memoria}
M[max-1] := -1
{bloque libre con el resto de la memoria}
M[4] := max-4; M[5] := 0; M[6] := 0; M[max-2] := 4
{actualizacion de apuntador al actual}
act:=0
faccion

| vy | max-1

H ||

Fig. 7.14: creacién de la memoria: algoritmo y esquema.

® De hecho, act también podria residir en alguna palabra de la memoria M.
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El algoritmo de liberacidn de espacio de un bloque s2 (v. fig 7.15) ha de considerar las cuatro
combinaciones posibles de los estados de los bloques adyacentes al liberado (s1 y s3).

-s1 ys8 estan ocupados: se inserta s2 dentro de la lista de bloques libres y se actualiza
su informacion de control.

- s1 esta libre y s3 esta ocupado: debe fusionarse el bloque liberado con s1, lo que
implica modificar campos tanto de s2 como de s1.

- s1 esta ocupado y s3 esta libre: debe fusionarse el bloque liberado con s3, lo que
implica modificar campos tanto de s2 como de s3.

-s1 y s3 estdn libres: deben fusionarse los tres bloques en uno, lo que implica modificar
campos tanto de s1 como de s3 (pero no de s2).

En la figura se incluye también el algoritmo de obtencién de espacio. En ambos algoritmos
debe recordarse que, siendo p el comienzo de un bloque libre, se dispone de los siguientes
datos en las siguientes posiciones: en M[p], el tamafo del bloque; en M[p+1] y M[p+2], los
apuntadores a los elementos anterior y siguiente de la lista, respectivamente; y en
M[p+M[p]-1], el apuntador al inicio del bloque (es decir, p mismo). En el caso de que p seala
direccion de inicio de un bloque ocupado, M[p] es el tamafo del bloque ocupado con el
signo cambiado (es decir, negativo), mientras que M[p-M[p]-1] es igual a -1. Las pre y
postcondiciones de los algoritmos quedan como ejercicio para el lector.

7.1.3 Un planificador de soluciones

En la situacion propuesta en este tercer apartado intervienen varios TAD tipicos, que son
usados como estructuras auxiliares en un algoritmo de planificacién. Debe destacarse que
uno de ellos, un grafo dirigido, existe sélo a nivel conceptual para formular la estrategia de
resolucion del problema.

El planteamiento general del problema de planificacién se ha expuesto en el apartado 6.3.2:
dado un estado inicial y un conjunto de transiciones atdmicas, se trata de determinar la menor
secuencia de transiciones que lleva hasta un estado final determinado. En el ejercicio 7.1,
entre otras cosas, se pide precisamente disefiar un algoritmo genérico aplicable a cualquier
situacion que responda a este planteamiento general. En esta seccion, no obstante, se
estudia un enunciado concreto: se dispone de tres recipientes de capacidades 8, 5y 3 litros,
de forma que inicialmente el primero se llena de vino y los otros dos estan vacios, y se quiere
determinar cudl es la secuencia minima de movimientos de liquido que debe hacerse para
pasar de la situacion inicial a la final, que consiste en que el recipiente mas pequefio quede
vacio y los otros dos con cuatro litros cada uno.

Es obvio que este problema puede plantearse a partir del esquema general enunciado
antes. Para ello, basta con definir qué es un estado y cudles son las posibles transiciones.
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accion liberar_espacio (ent/sal M es memoria; ent/sal act es nat; ent p es entero)
var g1, g2, n son enteros fvar
n:=-Mp]
si (M[p-1] =-1) A (M[p+n] < 0) entonces {no se fusiona}
{conversién del bloque en libre}
M[p] := n; M[p+n-1] := p; M[p+1] := act; M[p+2] := M[act+2]
{insercién en la lista doblemente encadenada}
M[M[p+2]+1] := p; M[act+2] := p
act:=p
sinosi (M[p-1] #-1) A (M[p+n] < 0) entonces {fusién del bloque liberado con el vecino izquierdo}
ql := M[p-1]; M[g1] := M[q1] + n; M[p+n-1] := g1
act :=q1
si no si (M[p-1] =-1) A (M[p+n] > 0) entonces {fusién del bloque liberado con el vecino derecho}
M[p] := n+M[p+n]; M[p+M[p]-1] := p; M[M[p+n+1]+2] := p; M[M[p+n+2]+1] := p
M[p+2] := M[p+n+2]; M[p+1] := M[p+n+1]
act:=p
si no {fusion de los tres bloques}
M[M[p+n+1]+2] := M[p+n+2]; M[M[p+n+2]+1] := M[p+n+1]
ql := M[p-1]; M[q1] := M[q1]+n+M[p+n]; M[q1+M[q1]-1] := g1
act :=q1
fsi
faccion

accion obtener_espacio (ent/sal M es memoria; ent tam es nat; ent/sal act es nat; sal p es entero) es
var g1, g2, n son enteros; encontrado es bool fvar
p := M[act+2]; encontrado := falso {bloque de partida}
{act = A}
repetir
{l = vx: xe(cadena(M, A)-cadena(M, p)): M[x] < tam A
(encontrado = M[p] > tam A act = p A la memoria se ha actualizado convenientemente)}
si M[p] = tam entonces {el bloque satisface la peticion}
encontrado := cierto; n := M[p]
sin-tam < € entonces {asignacion del bloque entero}
gl := M[p+2]; g2 := M[p+1]; M[g2+2] := q1; M[q1+1] :=q2  {se borra de la lista}

M[p] := -n; M[p+n-1] := -1 {el bloque pasa a estar ocupado}
act:=ql {la préxima busqueda comenzara por el siguiente bloque}
sino {se devuelven las Ultimas tam palabras del bloque}
M[p] := n-tam; M[p+n-tam-1] := p {formacion del nuevo bloque libre}
act:=p {la proxima busqueda comenzara por este bloque}
p = p+n-tam {comienzo del bloque asignado}
M[p] := -tam; M[p+tam-1] := -1 {el bloque pasa a estar ocupado}
fsi
sinop:=M[p+2] {avanza al siguiente bloque}

fsi
hasta que (p = M[act+2]) v encontrado
si—encontrado entonces p :=-1 fsi
faccion

Fig. 7.15: algoritmos de obtencién y liberacidon de espacio.
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- Un estado viene determinado por los contenidos de los recipientes; diferentes
combinaciones son diferentes estados. Asi, un estado se identifica mediante tres
naturales, uno para cada recipiente, que representan la cantidad de vino.

- Una transicién consiste en trasvasar liquido de un recipiente a otro hasta que se vacie
el primero o se llene el segundo. Asi, todas las transiciones posibles se identifican
segun los recipientes fuente y destino del movimiento.

En la fig. 7.16 se muestra una especificacion ESTADO para los estados y las transiciones,
que cumple estas caracteristicas; las seis transiciones posibles se representan con un
natural: 1, movimiento del recipiente mayor al mediano; 2, movimiento del recipiente mayor al
menor; 3, movimiento del recipiente mediano al mayor; 4, movimiento del recipiente mediano
al menor; 5, movimiento del recipiente menor al mayor y 6, movimiento del recipiente menor
al mediano. Se define el tipo de los estados como un producto cartesiano de tres enteros
que cumplen las caracteristicas dadas. Por lo que respecta a las transiciones, hay una
operacion para determinar si la transicién es vélida y otra para aplicarla. Evidentemente la
especificacion resultante no puede crearse como instancia de ningun universo de la
biblioteca; ademas, no parece indicado incluirla en ella, porque es un TAD ad hoc para el
problema resuelto. En cambio, en caso de generalizar la solucién, ésta se podria depositar
en la biblioteca el universo parametrizado para utilizarlo en cualquier problema de
planificacion, y también el universo de caracterizacién de los estados y las transiciones, del
que ESTADO seria un parametro asociado valido.

universo ESTADO es

usa NAT, BOOL

tipo estado

ops <_, _, _>: nat nat nat — estado
inicial, final: — estado
_=_, _# : estado estado — bool
posible?: estado nat — bool
aplica: estado nat — estado

errores Vn,X,y,zenat; Veeestado
[(x>8) v (y>5)v (z>3) Vv (x+y+z # 8)] = <X, V, z>
[(n=0) v (n > 6)] = posible?(e, n), aplica(e, n)
[~ posible?(e, n)] = aplica(e, n)

ecns Va,b,c,x,y,zenat
inicial = <8, 0, 0>; final = <4, 4, 0>
posible?(<x, y,z>,1)=x>0Ay < 5; ...
[x = 5-y] = aplica(<x, Y, z>, 1) = <x-5+y, 5, z>; ...
[x < 5-y] = aplica(<x, y, z>, 1) = <0, x+y, z>; ...
(<a,b,c>=<x,y,z>)=(@=x)A(b=y) A (c=2)
(<a,b,c>#<x,y,z>)=-(<a, b, c>=<x,y, z>)

funiverso

Fig. 7.16: especificacion de los estados.
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La resolucion del problema se puede plantear en términos de un grafo cuyos nodos sean
estados y las aristas transiciones. El grafo presenta muchos caminos diferentes que llevan
del estado inicial al final, y unos son mas cortos que otros, porque los mas largos pueden dar
vueltas o contener ciclos. Para encontrar el camino mas corto, basta con recorrer el grafo en
amplitud a partir del estado inicial y hasta visitar el estado final; una primera opcion, pues, es
construir el grafo y, posteriormente, recorrerlo. Obviamente, el algoritmo resultante es muy
ineficiente en cuanto al tiempo, porque la construccion del grafo obliga a generar todas las
posibles transiciones entre estados, y también en cuanto al espacio, porque se generan
nodos que, en realidad, es evidente que no formaran parte de la planificacion minima, ya que
se obtienen después de aplicar mas transiciones que las estrictamente necesarias. Debe
considerarse, no obstante, que sélo hay 24 posibles combinaciones validas de 8 litros de
vino en tres recipientes de 8, 5, y 3 litros; por ello, en el contexto de este enunciado no
puede descartarse la generacion del grafo y queda como ejercicio para el lector.

Si no estamos seguros de que el proceso de generacion del grafo vaya a ser costoso, por
pocos estados que tenga o, simplemente, si queremos plantear el mismo problema
pensando en la posibilidad de adaptarlo posteriormente a un caso mas general, se puede
simular el recorrido en amplitud usando una cola para ordenar los nodos (v. apartado 6.3.2).
Cada elemento de la cola sera, no sélo el vértice a visitar, sino también el camino seguido para
llegar a él, de manera que cuando se genere el vértice correspondiente al estado final se
pueda recuperar la secuencia de transiciones seguidas. Es decir, los elementos de la cola
seran pares formados por el nodo a visitar y una lista con las transiciones aplicadas sobre el
estado inicial para llegar al vértice actual. El resultado es una descomposicién modular més
eficiente que la anterior estrategia, aunque todavia se esta desperdiciando espacio, porque
las listas residentes en la cola se podrian fusionar (como haremos mas adelante). La
resolucién se puede mejorar si se usa el tipico conjunto para guardar los estados que ya han
sido visitados en el recorrido, y evitar asi su tratamiento reiterado.

La fig. 7.17 muestra la estructuracion en universos de esta solucion: el universo de
especificacion, PLANIFICADOR, sélo fija la signatura y el universo de implementacion,
PLANIFICADOR_MODULAR, la codifica. En la signatura se declara como tipo del resultado
una lista de naturales, que representan las transiciones aplicadas sobre el estado inicial para
llegar al final, en el orden que deben aplicarse. En la implementacion se definen las
instancias necesarias y se implementa la estrategia descrita. Para controlar la posibilidad de
que el estado inicial sea inalcanzable (aunque no es el caso en este ejemplo), se comprueba
que la cola no esté vacia en la condicion de entrada del bucle, en cuyo caso se devuelve una
lista vacia. Se ha elegido una implementacién por punteros de la cola y de las listas para no
preocuparnos de calcular el espacio (aunque sabemos que la cola, como ya se ha dicho
anteriormente, no podra tener mas de 24 elementos) y para su adaptacion futura al caso
general, donde los tamafos de las variables pueden ser absolutamente desconocidos. No
obstante, notemos que la funcion planifica no elige las implementaciones de los pares, ni de
los estados ni de los conjuntos; este paso es necesario para finalizar la aplicacién. Por lo que
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respecta a los pares y a los estados, se pueden usar las tuplas de dos y tres campos,
respectivamente. Por lo que respecta a los conjuntos, a priori, para determinar rapidamente la
pertenencia de un elemento la representacion 6ptima es la dispersion; ahora bien, como
s6lo puede haber 24 estados como mucho, en realidad una simple estructura encadenada
es suficiente y asi se podria hacer en el universo.

Esta solucion es eficiente temporalmente, pero contiene informacion redundante, ya que en
la cola habré listas de transiciones que, en realidad, compartiran sus prefijos, porque
representaran caminos dentro del grafo que tendran las primeras aristas iguales. Si el tamafio
del grafo fuera mayor, esta redundancia seria muy problematica e, incluso, prohibitiva. Por
ello, estudiamos una variante que se puede aplicar en el caso general, que evita la
redundancia de informacién sin perder rapidez, pero sacrificando la modularidad de la
solucion; segun el criterio del programador y el contexto de uso, sera preferible una
estrategia u otra.

La variante propuesta modifica el planteamiento anterior de manera que la cola no contenga
listas sino apuntadores a nodos del grafo, que se iran calculando a medida que se recorra en
amplitud: cada vez que, desde un estado ya existente, se llega a un nuevo estado, se
incorpora al grafo un vértice que lo representa y una arista que lo une con el de partida; el
proceso se repite hasta llegar al estado final. En consecuencia, el grafo resultante es en
realidad un arbol porque, por un lado, sélo apareceran los vértices y las aristas visitados en el
recorrido en amplitud desde el estado inicial hasta el final y, por el otro, un vértice sélo se
visita una vez. Para poder recuperar la secuencia de movimientos que llevan del estado inicial
al final, este arbol se implementa con apuntadores al padre (v. fig. 7.18).
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universo PLANIFICADOR es
usa NAT
instancia LISTA_INTERES(ELEM) donde elem es nat renombra lista por lista_nat
ops planifica: — lista_nat

funiverso

universo PLANIFICADOR_MODULAR implementa PLANIFICADOR
usa ESTADO, NAT, BOOL
instancia CJT_e (ELEM_=) donde elem es estado, = es ESTADO.= renombra cjt por cjt_estados
instancia PAR (A, B son ELEM) donde A.elem es estado, B.elem es lista_nat

instancia COLA (ELEM) implementada con COLA_POR_PUNTEROS(ELEM)
donde elem es par
renombra cola por cola_pares

tipo lista_nat implementado con LISTA_INTERES_ENC_PUNTEROS(ELEM) ftipo

funcioén planifica devuelve lista_nat es

var S es cjt_estados; | es lista_nat; C es cola_pares
fuente, destino son estado; i es nat; encontrado es bool

fvar

{inicialmente, se encola el estado inicial con una lista vacia de transiciones, se
marca este estado inicial como tratado y se inicializa la variable de control}
C :=encola(COLA.crea, <ESTADO.inicial, LISTA_INTERES.crea>)
S := @QU{ ESTADO .inicial}; encontrado := falso
mientras - encontrado A - COLA.vacia?(C) hacer {cola vacia = estado final inalcanzable}
{se obtiene el siguiente en amplitud}
<fuente, I> := cabeza(C); C := desencola(C)
{a continuacion se estudian las seis transiciones posibles}
i=1
mientras (i < 6) A -~ encontrado hacer
si posible?(fuente, i) entonces {si no, no es necesario estudiar la transicion}
destino := aplica(fuente, i)
si destino = ESTADO.final entonces
encontrado := cierto; | := inserta(l, i) {se guarda la ultima transicién}
si no {si el estado no se habia generado, se marca y se encola}
si— (destino € S) entonces
S := Su{destino}; C := encola(C, <destino, inserta(l, i)>)
fsi

fmientras
fmientras
si— encontrado entonces | := LISTA_INTERES.crea fsi
devuelve |

funiverso

Fig. 7.17: implementacién modular del planificador.
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Fig. 7.18: arbol resultante de recorrer el grafo asociado al problema en amplitud.

La fig. 7.19 contiene la implementacion de planifica en esta version. Notemos que, si bien el
conjunto de estados se mantiene igual, el &rbol se implementa directamente en el algoritmo:
no se define en un universo aparte, por ser un tipo con operaciones ciertamente peculiares y
de poca utilidad en otros contextos; sobre todo lo caracteriza el hecho de que se accede a
sus nodos directamente mediante un apuntador. El resto del algoritmo es similar y no merece
ningun comentario.

universo PLANIFICADOR_EFICIENTE implementa PLANIFICADOR

usa ESTADO, NAT, BOOL

instancia CJT_e (ELEM_=) implementado con CJT_e_POR_PUNTEROS(ELEM)
donde elem es estado, = es ESTADO.=
renombra cjt por cjt_estados

tipo privado nodo es  {un nodo del arbol}
tupla e es estado; transicidn es nat; padre es ”nodo ftupla

ftipo

instancia COLA(ELEM) implementado con COLA_POR_PUNTEROS(ELEM)
donde elem es ~nodo
renombra cola por cola_nodos

tipo lista_nat implementado con LISTA_INTERES_ENC_PUNTEROS(ELEM) ftipo

Fig. 7.19: implementacion eficiente del algoritmo de planificacion.
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funcioén planifica devuelve lista_nat es
var S escjt_estados; | es lista_estados; C es cola_nodos

p, g son Anodo; fuente, destino son estado; i es nat
fvar

{inicialmente se crea un nodo para el estado inicial, se encola un apuntador a él, se marca
el estado inicial como tratado y se inicializa la variable de control}

p := obtener_espacio

si p=NULO entonces error

ino
p := <ESTADO.inicial, -1, NULO>; C := encola(COLA.crea, p)
S := @QU{ESTADO.inicial}; encontrado := falso
mientras - encontrado A = COLA.vacia?(C) hacer
{se obtiene el siguiente en amplitud}
p := cabeza(C); C := desencola(C)
{a continuacion se estudian las seis transiciones posibles}
fuente :=pr.e;i:=1
mientras (i < 6) A -~ encontrado hacer
si posible?(fuente, i) entonces {si no, no es necesario estudiar la transicion}
destino := aplica(fuente, i)  {se aplica la transicion}
sidestino = ESTADO.final entonces {se enraiza el nodo final}
encontrado := cierto; q := obtener_espacio
sig=NULO entonces error si no g" := <destino, i, p> fsi
si no {si el estado no se habia generado, se enraiza, se encola y se marca}
si— (destino € S) entonces
q := obtener_espacio
siq=NULO entonces error
si no g := <destino, i, p>; S := SU{destino}; C := encola(C, q)
fsi

—h
—h

fsi
i=i+1
fmientras
fmientras
fsi
si encontrado entonces | := recupera_camino(q) si no | := LISTA_INTERES.crea fsi

devuelve |

{Funcioén auxiliar recupera_camino: dado un nodo que representa una hoja dentro de un arbol
implementado con apuntadores al padre, sube hasta la raiz y guarda las transiciones en la lista
resultado, en el orden adecuado}

funcién privada recupera_camino (p es ~nodo) devuelve lista_nat es
var | eslista_nat fvar

| := LISTA_INTERES.crea

mientras p~.padre # NULO hacer | := inserta(principio(l), p~.transicion); p := p~.padre fmientras
devuelve |

funiverso

Fig. 7.19: implementacion eficiente del algoritmo de planificacion (cont.).
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7.2 Diseno de nuevos tipos abstractos de datos

Durante el desarrollo de una aplicacién es habitual que surja la necesidad de introducir tipos
abstractos de datos que no respondan al comportamiento de ninguna de las familias vistas
en este texto. Puede ser que el tipo no sea mas que un componente auxiliar en el programa,
0 que sea el tipo mas importante alrededor del cual gira todo el disefio modular de la
aplicaciéon. En cualquier caso, la aparicion de un nuevo tipo de datos obliga primero a escribir
su especificacion, es decir, a determinar las operaciones que forman la signatura (lo que no
siempre es sencillo) y, a continuacién, escribir sus ecuaciones. Al contrario que en la
situacion estudiada en la seccion anterior, la escritura de la especificacion en este contexto
es factible y generalmente no demasiado costosa, por lo que es recomendable construirla.
Asi, se estudia el comportamiento del tipo y, si es necesario, puede experimentarse su
validez prototipando la especificacién con técnicas de reescritura que, por un lado, pueden
mostrar posibles errores y, por el otro, pueden llevar el disefiador a replantearse la
funcionalidad del tipo. Ademas, la especificacion actia como medio de comunicacion entre
diferentes disefiadores y también entre el disefiador y el implementador.

Una vez especificado el tipo, la implementacién se puede construir segun los dos enfoques
tradicionales: o bien combinando diversos TAD residentes en la biblioteca de componentes
para obtener la funcionalidad requerida, o bien representando directamente el tipo para
responder a las posibles restricciones de eficiencia de la aplicacién. En esta seccion
estudiamos tres ejemplos que se mueven en este espectro: el primero, una tabla de
simbolos para un lenguaje de bloques implementada modularmente; el segundo, una cola
compartida implementada directamente; el tercero, un almacén de informacién voluminosa
con varias operaciones de modificacion y consulta, resuelto con los dos enfoques y en el
que se propone un método que intenta conjugar la modularidad y la eficiencia, sacrificando
cierto rigor matematico.

7.2.1 Una tabla de simbolos

Se quiere construir una implementacién para las tablas de simbolos usadas por los
compiladores de lenguajes de bloques y estudiadas en el apartado 1.5.2. Recordemos que
estas tablas se caracterizan por que, cuando el compilador entra en un nuevo bloque B,
todos los objetos que se declaran en él esconden las apariciones de objetos con el mismo
nombre que aparecen en los bloques que envuelvan a B, y cuando el compilador sale del
bloque, todos los objetos que estaban escondidos vuelven a ser visibles. Por otro lado, un
bloque tiene acceso exclusivamente a los objetos declarados en los bloques que lo
envuelven (incluyendo él mismo) que no estén escondidos.

La especificacion del tipo aparece en el apartado 1.5.2, y en la fig. 7.20 se resume la
signatura. Por motivos de reusabilidad, se parametriza por las caracteristicas de los objetos
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almacenados en la tabla, encapsuladas en un universo ELEM_ESP_=, y se renombran
algunos simbolos para una mejor comprensibilidad del cédigo.

universo TABLA_SI'MBOLOS(ELEM_ESP_z) es
usa CADENA, BOOL
renombra elem por caracts, esp por indef
tipots
opscrea: - ts
entra, sal: ts — ts
declara: ts cadena caracts — ts
consulta: ts cadena — caracts
declarado?: ts cadena — bool
funiverso

Fig. 7.20: signatura de la tabla de simbolos.

Estudiemos la implementacién del tipo. Basicamente, hay dos hechos fundamentales: por
un lado, las dos operaciones consultoras necesitan acceder rapidamente a la tabla a través
de un identificador; por el otro, los bloques son gestionados por el compilador con politica
LIFO, es decir, cuando se sale de un bloque, siempre se sale del ultimo al que se entré. A
partir de aqui, se puede considerar la tabla de simbolos como una pila de pequefias tablas,
una por bloque; cada una de estas subtablas contiene los identificadores que se han
declarado en el bloque respectivo. Evidentemente, en cada momento sélo existen las
subtablas correspondientes a los bloques que se estan examinando. Las operaciones son
inmediatas y el unico punto a discutir es como se implementan las subtablas.

Esta claro que las subtablas han de ser precisamente objetos de tipo tabla, dadas las
operaciones definidas. Ahora bien, se implementa la tabla por dispersion? Si consideramos
el entorno de uso de la tabla de simbolos, parece dificil que en un bloque se declaren mas
de 10 6 20 objetos®. En ese caso, no tiene sentido implementar la tabla por dispersion,
porque la ganancia seria minima y, en cambio, deberiamos escoger una funcion de
dispersion que, ademas, podria comportarse mal y empeorar el tiempo de acceso (todo esto,
sin mencionar el espacio adicional requerido por las organizaciones de dispersion). Por ello,
elegimos implementar la tabla usando una lista representada mediante punteros.

El resultado se presenta en la fig. 7.21, donde se puede comprobar la facil codificacion de las
diferentes operaciones del tipo, gracias a la modularidad de la solucién. El invariante de la
representacion es cierto, porque no existe ninguna restriccion sobre la representacion. Se

¢ Recordemos que el concepto de bloque que presentan estos lenguajes se refiere a subprograma o
trozo de codigo; si un moédulo también pudiera desempenfar el papel de bloque, los objetos declarados
en él podrian ser mas y deberia reconsiderarse las decisiones que se toman aqui.
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supone que existe un universo en la biblioteca de componentes que implementa las listas
ordenadas por punteros. El coste resultante de las diversas operaciones del tipo es
constante, excepto consulta que, en el caso peor, ha de examinar toda la pila. Ahora bien, lo
normal es que haya pocos bloques anidados en un programa y por ello la ineficiencia no es
importante.

universo TABLA_SIMBOLOS_POR_PILAS(ELEM_ESP_=)
implementa TABLA_SIMBOLOS(ELEM_ESP_=)
renombra elem por caracts, esp por indef
usa CADENA, BOOL
instancia TABLA(ELEM_=, ELEM_ESP)
implementada con LISTA_INTERES_POR_PUNTEROS(A es ELEM_=, B es ELEM_ESP)
donde A.elem es cadena, A.= es CADENA .=,
B.elem es caracts, B.esp es indef
instancia PILA(ELEM) implementada con PILA_POR_PUNTEROS(ELEM) donde elem es tabla
tipo ts es pila ftipo
invariante (t es ts): cierto
funcién crea devuelve ts es
devuelve PILA.empila(PILA.crea, TABLA.crea) {abre el bloque principal}
funcién entra (t es ts) devuelve ts es
devuelve PILA.empila(t, TABLA.crea) {abre un nuevo bloque}
funcién sal (t es ts) devuelve ts es
devuelve PILA.desempila(PILA.crea) {cierra el bloque actual}
funcién declara (t es ts; id es cadena; ¢ es caracts) devuelve ts es
si PILA.consulta(PILA.cima(t), id) # indef
entonces error {el identificador ya esta declarado}
sinot := PILA.empila(PILA.desempila(t), TABLA.asigna(PILA.cima(t), id, c))
fsi
devuelve t

funcién declarado? (t es ts; id es cadena) devuelve bool es
devuelve TABLA.consulta(PILA.cima(t), id) # indef

funcién consulta (t ests; id es cadena) devuelve caracts es
varv es caracts fsi
v := indef
mientras - PILA.vacia?(t) A v =indef hacer
v := TABLA.consulta(PILA.cima(t), id); t := PILA.desempila(t)
fmientras
devuelve v

funiverso

Fig. 7.21: implementacion del tipo de la tabla de simbolos.
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7.2.2 Una cola compartida

Se dispone de una cola de elementos que debe ser compartida por n procesos en un
entorno concurrente. Un proceso se representa mediante un natural de 1 a n. La
caracteristica principal de esta cola es que cada proceso puede tener acceso a un elemento
diferente, segun la secuencia de operaciones que ha efectuado sobre ella. Las operaciones
son:

crea: — cola, cola sin elementos; los n procesos no tienen acceso a ningun elemento

inserta: cola elem — cola; un proceso cualquiera (no importa cual) deposita un valor al final
de la cola. Este elemento pasa a ser el elemento accesible para todos aquellos
procesos que no tenian acceso a ninguno

primero: cola nat — elem, devuelve el valor de la cola accesible por un proceso dado; da
error si el proceso no tiene acceso a ningun elemento

avanza: cola nat — cola; el valor accesible para un proceso determinado es ahora el
siguiente de la cola; da error si el proceso no tiene acceso a ningun elemento

borra: cola nat — cola, elimina, para todos los procesos, el valor accesible por un proceso
determinado; todos aquellos procesos que tienen este elemento como actual pasan a
tener acceso al siguiente dentro de la cola, si es que hay alguno; da error si el proceso
no tiene acceso a ningun elemento

Asi pues, los diferentes procesos pueden acceder a diferentes valores, segun lo que haya
avanzado cada uno. Por ejemplo, si se forma una cola q con inserta(inserta(crea, a), b), todo
proceso tiene acceso inicialmente al valor a. Si un proceso p1 ejecuta la operacion de
avanzar sobre g, el resultado sera una cola donde el proceso p1 tenga acceso al elemento
b y cualquier otro proceso tenga acceso al elemento a. Si ese mismo proceso p1 ejecuta la
operacién de borrar, se obtiene una cola con un Unico valor a, donde p1 no tiene acceso a
ningun elemento y el resto de procesos lo tienen al elemento a. Si a continuacion se inserta
un elemento c, el proceso p1 pasa a tener acceso a él.

En la fig. 7.22 se presenta una especificacion para el tipo que merece ser comentada. En vez
de aplicar directamente el método general, que da como resultado un conjunto de
constructoras generadoras con muchas impurezas, se consideran las colas como funciones
que asocian una lista de elementos a los naturales de 1 a n;las n listas asignadas tienen los
mismos elementos, pero el punto de interés puede estar en sitios diferentes. Las instancias
siguen esta estrategia. Primero se definen las listas de elementos a partir de la especificacion
residente en un universo ampliado, que ofrece algunas operaciones aparte de las tipicas: la
longitud, la insercion por el final, la supresién del elemento i-ésimo y la parte izquierda de una
lista. Este universo puede o no residir en la biblioteca de componentes; incluso el mismo
universo basico de definicion de las listas puede incluir éstas y otras operaciones, si los
bibliotecarios lo consideran oportuno y, si no existe, es necesario especificarlo e
implementarlo. Después se definen las funciones, siendo la lista vacia el valor indefinido, y
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se consignan como errores los accesos con indice no valido. Por lo que respecta a las
ecuaciones, son simples en este modelo. Se introducen dos operaciones auxiliares para
insertar y borrar en todas las listas. La operacion de creacion queda implicitamente definida
como la creacion de la tabla. No es necesario explicitar las condiciones de error de la cola
compartida, porque pueden deducirse a partir de aquellas introducidas al instanciar la tabla y
aquellas definidas en los mismos universos de las listas y las tablas. Por ultimo, las
operaciones sobre tablas que no han de ser visibles a los usuarios del tipo se esconden (las
listas se instancian directamente como privadas).

universo COLA_ COMPARTIDA(A es ELEM, V es VAL_NAT) es
usa NAT, BOOL
renombra V.val por n
instancia privada LISTA_INTERES_ENRIQUECIDA(B es ELEM) donde B.elem es A.elem
renombra lista por lista_elem
instancia TABLA(B es ELEM_=, C es ELEM_ESP)
donde B.elem es nat, B.= es NAT.=, C.elem es lista_elem, C.esp es crea
errores [k =0 v k> n] = asigna(t, k, v), consulta(t, k, v), borra(t, k, v)
renombra tabla por cola_compartida
ops
inserta: cola_compartida elem — cola_compartida
primero: cola_compartida nat — elem
avanza, borra: cola_compartida nat — cola_compartida
privada inserta_todos: cola_compartida elem nat — cola_compartida
privada borra_todos: cola_compartida nat nat — cola_compartida

ecns
primero(c, k) = actual(consulta(c, k))
avanza(c, k) = asigna(c, k, avanza(consulta(c, k)))
inserta(c, v) = inserta_todos(c, v, 1)
borra(c, k) = borra_todos(c, long(parte_izquierda(l)), 1)
inserta_todos(c, v, n) = asigna(c, n, inserta_por el_final(consulta(c, n), v))
[k < n] = inserta_todos(c, v, k) =
inserta_todos(asigna(c, k, inserta_por el_final(consulta(c, k), v)), k+1)
borra_todos(c, v, n) = asigna(c, n, borra_i_ésimo(consulta(c, n), v))
[k < n] = borra_todos(c, v, k) =
borra_todos(asigna(c, k, borra_i_ésimo(consulta(c, k), v)), k+1)
esconde TABLA.asigna, TABLA.consulta, TABLA.borra

funiverso

Fig. 7.22: especificacion de la cola compartida.
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Estudiemos la implementacion del tipo. Una primera aproximacion, funcionalmente vaélida,
consiste en traducir directamente la especificacion anterior a una implementacién escrita en
el estilo imperativo del lenguaje; de hecho, el universo de la fig. 7.22 se puede considerar
mas una implementacion por ecuaciones, en la linea del apartado 2.2, que una
especificacién propiamente dicha porque, en realidad, se estan simulando los valores del
tipo de las colas compartidas con los valores del tipo de las tablas.

Como es habitual, esta implementacion modular es muy ineficiente. Si se considera prioritario
el criterio de la eficiencia, esta claro que todos los elementos de la cola han de residir en una
unica estructura, tanto por cuestiones de espacio (para no duplicarlos, sobre todo si son
voluminosos) y de tiempo (con una lista por proceso, es necesario insertar y borrar
elementos en n listas); la estructura mas indicada para organizar los elementos es una lista
con punto de interés, dado que en cualquier momento debe ser posible acceder al medio. El
unico problema es que cada proceso ha de tener un punto de interés propio y éste no es el
modelo conocido de las listas. Para reutilizar el modelo sin ningin cambio, es necesario
definir un vector indexado por naturales de uno a n y, en cada posicidn, guardar el ordinal del
elemento actual del proceso que representa (que sera igual a la longitud mas uno, si el
proceso no tiene elemento actual).

En la fig. 7.23 se muestra la representacion y la codificacion de las diferentes operaciones
con esta estrategia, suponiendo que las listas tienen una operacién de longitud e
implementandolas por punteros. La solucién es todavia clara y modular; notemos, no
obstante, que la mayoria de operaciones son de coste lineal sobre la lista y el vector.

El disefio de una estructura de datos realmente eficiente pasa ineludiblemente por tener
acceso directo a los elementos de la lista, usando apuntadores que residan en una tabla de
procesos, de manera que efectivamente haya n puntos de interés diferentes en la lista,
todos ellos externos. Por tanto, para la gestion de la lista s6lo existe un apuntador al primer
elemento y un apuntador al ultimo. Este esquema simplifica el coste de las operaciones
primero y avanza; si, ademas, encadenamos todas las posiciones del vector que no tienen
elemento actual, también inserta quedara constante.
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universo COLA_COMPARTIDA_MODULAR (A es ELEM, V es VAL_NAT)
implementa COLA_COMPARTIDA(A es ELEM, V es VAL_NAT)
renombra V.val por n
instancia LISTA_INTERES(B es ELEM)
implementada con LISTA_INTERES_ENC_PUNT(ELEM)
donde B.elem es A.elem

tipo cola_compartida es tupla
procesos es vector [de 1 an] de nat
cola es lista

ftupla

ftipo
invariante (c es cola_compartida): Vk: 1 <k < n: 0 < procesos[k] < long(cola)+1
funcidén crea devuelve cola_compartida es
var k es nat; ¢ es cola_compartida fvar

para todo k desde 1 hasta n hacer c.procesoslk] := 1 fpara todo

c.cola := LISTA_INTERES.crea
devuelve c

funcidén inserta (c es cola_compartida; v es elem) devuelve cola_compartida es
vark es nat fvar

mientras — final?(c.cola) hacer c.cola := avanzar(c.cola) fmientras

c.cola := LISTA_INTERES.inserta(c.cola, v)
devuelve c

funcién primero (c es cola_compartida; k es nat) devuelve elem es
c.cola := principio(c.cola)
hacer c.procesos[k]-1 veces c.cola := avanzar(c.cola) fhacer
devuelve actual(c.cola) {provoca error si c.procesos[k] = long(cola)+1}

funcién borra (c es cola_compartida; k es nat) devuelve cola_compartida es
varies nat fvar
c.cola := principio(c.cola)
hacer c.procesos[k]-1 veces c.cola := avanzar(c.cola) fhacer
c.cola := borra(c.cola) {provoca error si c.procesos[k] = long(cola)+1}
{actualizacién de los puntos de interés afectados por la supresion}
para todo i desde 1 hasta n hacer
si c.procesos[i] > c.procesos[k] entonces
c.procesos]i] := c.procesos|i] - 1
fsi

fpara todo
devuelve c

funcién avanza (c es cola_compartida; k es nat) devuelve cola_compartida es
si c.procesos[k] = long(cola)+1 entonces error {no hay elemento actual}

si no c.procesos[k] := c.procesos[k] + 1

fsi

devuelve c

—h

funiverso

Fig. 7.23: implementacion modular de la cola compartida.
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Sin embargo, la supresion es todavia ineficiente. Por un lado, si los procesos apuntan
directamente al elemento actual, su supresion es lenta, porque para acceder al anterior es
necesario recorrer la lista desde el inicio, o bien usar dobles encadenamientos; por ello, los
procesos apuntaran al anterior al actual y se afadira un elemento fantasma al inicio de la lista.
Por otro lado, al borrar el elemento apuntado por un proceso es necesario actualizar todos
los otros procesos que también apuntaban a él; por este motivo, todos los procesos que
tienen el mismo elemento actual estaran encadenados. Es necesario, ademas, que este
encadenamiento sea doble, porque cuando un proceso avance ha de borrarse de la lista que
ocupa e insertarse en la lista del siguiente, que se convierte en el nuevo anterior al actual.
Precisamente, para que esta segunda insercion también sea rapida, los elementos de la cola
han de apuntar a un proceso cualquiera de la lista de los que lo tienen como anterior al actual.

o
-
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®

/ ?)rim 3|t

Al

Fig. 7.24: esquema de una estructura de datos eficiente para la cola compartida.

En la fig. 7.25 se presenta la implementacion del tipo, mas complicada que la version anterior
(basta con ver el invariante, en el que aparecen diversas modalidades de la operacion
cadena segun el encadenamiento que se siga, y que refleja la gran cantidad de relaciones
que hay entre las diferentes partes de la estructura), porque la gestién de los diversos
encadenamientos complica el cédigo; como ya se ha dicho, éste es el precio a pagar por la
eficiencia. Notemos que, efectivamente, la implementacion es mas eficiente que la anterior
en cuanto al tiempo, porque sélo tiene una operacion de coste no constante, la supresion
(sin considerar la creacion de la estructura, como es habitual). Incluso ésta, no obstante, es
mas eficiente que antes, porque sélo se accede a los procesos que realmente deben
modificarse. Sin embargo, por lo que respecta al espacio, esta solucién usa varios campos
adicionales y resulta mas ineficiente; si los elementos son numerosos y voluminosos, este
espacio de mas se puede considerar no significativo.
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universo COLA_COMPARTIDA_EFICIENTE(A es ELEM, V es VAL_NAT)
implementa COLA_COMPARTIDA(A es ELEM, V es VAL_NAT)

renombra V.val por n
tipo cola_compartida es

tupla
procesos es vector [de 1 an] de tupla
ant, seg son nat
pelem son Anodo

ftupla
cola es tupla prim, ult son ~nodo ftupla
ftupla
ftipo
tipo privado nodo es
tupla
v es elem

enc es “nodo
pproc es nat {si vale -1, el elemento no esta apuntado por ninguin proceso}

ftupla
ftipo
invariante (c es cola_compartida):
c.cola.ultecadena(c.cola.prim) A c.cola.ult.enc = NULO A
Vp: pecadena(c.cola.prim)-{NULO} A pA.proc # -1: (sea i = p/.proc)
1<i<n A cadena_ant(c.procesos, i) = cadena_seg(c.procesos, i) A
Vk: kecadena_ant(c.procesos, i): c.procesos[k].pelem = p A
(Up: pecadena(c.cola.prim)-{NULO} A p~.proc # -1: cadena_ant(c.procesos, p~.proc)) = [1, n]

funcién crea devuelve cola_compartida es
var ¢ es cola_compartida fvar
c.cola.prim := obtener_espacio {para el fantasma}
sic.cola.prim = NULO entonces error
sino  {se encadenan todos los procesos, que apuntan al fantasma}
para todo k desde 1 hasta n hacer c.procesosk] := <k+1, k-1, c.cola.prim> fpara todo
c.procesos[1].ant := n; c.procesos[n].seg := 1
{a continuacidn, se actualiza la cola}
c.cola.prim®.enc = NULO; c.cola.primA.pproc := 1; c.cola.ult := c.cola.prim

fsi
devuelve ¢

funcién inserta (c es cola_compartida; v es elem) devuelve cola_compartida es
var p es “nodo fvar
p := obtener_espacio {para el nuevo elemento}
sip=NULO entonces error
sino {seinserta el nuevo elemento al final de la cola; implicitamente, todos los
procesos que no tenian actual pasan a tenerlo como actual}
p" = <v, NULO, -1>; c.cola.ult*.enc := p; c.cola.ult := p
fsi
devuelve c

Fig. 7.25: implementacion eficiente de la cola compartida.
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funcién primero (c es cola_compartida; k es nat) devuelve elem es

varv es elem fvar
si c.procesos[k].pelem = c.cola.ult entonces error {no hay elemento actual}
sinov := c.procesos[k].pelem”.encr.v
fsi

devuelve v

funcién avanza (c es cola_compartida; k es nat) devuelve cola_compartida es
var ant, act son”nodo; i es nat fvar
ant := c.procesos[k].pelem
siant = c.cola.ult entonces error {no hay elemento actual}
sino  {supresion en la lista doblemente encadenada en la que reside actualmente}
act := ant.enc
sic.procesos[k].seg = k entonces {Unico proceso en la lista}
ant.pproc := -1
siant = c.cola.prim entonces {si era el primero, queda inaccesible y se borra}
liberar_espacio(ant); c.cola.prim := act {nuevo fantasma}
fsi
si no siant.pproc = k entonces ant”.proc := c.procesos[k].seg fsi
c.procesos[c.procesos[k].ant].seg := c.procesos[k].seg
c.procesos|[c.procesos[k].seg].ant := c.procesos[k].ant

—h

si
{insercion en la lista doblemente encadenada que le toca}
= act.pproc
i =-1 entonces {se forma una nueva lista de un Unico elemento}
actr.pproc := k; c.procesos[k] := <i, i, act>
si no c.procesos[k] := <c.procesos]i].ant, i, act>
c.procesos[c.procesos[i].ant].seg := k; c.procesos[i].ant := k

i:
Si

—h

fsi

fsi
devuelve c

funcién borra (c es cola_compartida; k es nat) devuelve cola_compartida es
var aux, i son nat; ant, act son ~nodo fvar
ant := c.procesosl[k].pelem {anterior al elemento que se ha de borrar}
siant = c.cola.ult entonces error {no hay elemento actual}
sino i:= ant.encA.pproc
sii#-1 entonces {hay elementos que han de pasar a apuntar a ant }
{se actualizan los apuntadores de los procesos afectados}
repetir
c.procesosli].pelem := ant; i := c.procesos]i].seg
hasta que c.procesos]i].pelem = ant
{se concatenan las dos listas doblemente encadenadas}
aux := c.procesos|i].seg; c.procesos[c.procesos[k].ant].seg := aux
c.procesosli].seg := k
c.procesos[aux].ant := c.procesos[k].ant; c.procesos[k].ant :

fsi
act := ant.enc; antA.enc := actM.enc; liberar_espacio(act) {se borra de la lista}
fsi
devuelve c
funiverso

Fig. 7.25: implementacion eficiente de la cola compartida (cont.).
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7.2.3 Una emisora de television

Se quiere disefar una estructura de datos para gestionar la compra y el uso de videoclips,
peliculas, documentales, etc., que denominamos genéricamente items, en tu pantalla
amiga, Tele Brinco. Las operaciones que se consideran son:

crea: — tele, emisora sin items

afnade: tele items — tele, registra que la emisora compra un nuevo item; da error si ya
existia algun item con el mismo nombre

cual_toca: tele nat — item, proporciona el ultimo item afiadido a la estructura, que todavia
no haya sido emitido y que tenga la duracidon dada (que supondremos expresada en
minutos); si todos los items de esta duracidn han sido ya emitidos, selecciona el que
hace mas tiempo que se emitid; da error si no hay ningun item de la duracion dada

emite: tele nat — tele, toma nota de que se ha emitido el item correspondiente de la
duracién dada; da error si no hay ningun item de la duracién dada

da_todos: tele cadena — lista_item_y_nat, proporciona todos los items publicados por
una compafia cinematografica, musical, etc., por orden alfabético de su nombre v,
ademas, da el numero de veces que se ha emitido cada uno

El tipo item, que supondremos definido dentro del universo ITEM, presenta operaciones
para preguntar el nombre, la compafia y la duracién ; ademas, existe un elemento especial
esp, que representa el item indefinido, de futura utilidad. La duracién maxima de cualquier
item se da como parametro formal del universo.

En la fig. 7.26 se presenta la especificacion del tipo, que introduce una constructora
generadora auxiliar, emite_item, la cual simplifica el universo, pues es mas sencillo especificar
el resto de operaciones respecto a la emisién de un item dado, que a la emision del item que
toca por la duracion dada. Las relaciones entre las tres constructoras generadoras consisten,
como es habitual, en diversos errores y conmutatividades (es imposible que se dé la relacion
de error entre afiade y emite_item, y se incluye sélo por aplicacion estricta del método
general). La politica de emision de items puede expresarse aplicando el método general y
aprovechando la estructura misma de los términos; se introduce una operacion privada para
borrar un item dado (eliminando tanto sus emisiones como su afadido). Por lo que respecta
al listado ordenado, se apoya integramente en tres operaciones: la obtencién de la lista
desordenada de los items de la compafia dada, la ordenacién de una lista de cadenas
(operacién que suponemos existente en la biblioteca de componentes) y el célculo del
numero de emisiones de los items. Es necesario instanciar los pares y las listas para declarar
la signatura de la funcién da_todos; ademas, a causa de la existencia de la operacion auxiliar
que devuelve una lista de items, también se declara una instancia para este tipo.
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universo TELE_BRINCO (MAX es VAL_NAT) es
usa ITEM, CADENA, NAT
instancia PAR (A, B son ELEM) donde A.elem es item, B.elem es nat
renombra par por item_y_nat, _.c1 por_.v, _.c2 por _.n
instancia LISTA_INTERES(ELEM) donde elem es item_y_nat renombra lista por lista_item_y_nat
instancia LISTA_INTERES(ELEM) donde elem es ftem renombra lista por lista_item

tipo tele
ops crea: — tele
afnade, privada emite_item: tele item — tele
cual_toca: tele nat — item
emite: tele nat — tele
da_todos: tele cadena — lista_item_y_nat
privada esta: tele item — bool {comprueba si el item existe}
privada ninguno_emitido: tele nat — bool {comprueba si se ha emitido algun item de la duracion}
privada ninguno_sin_emitir: tele nat — bool {comprueba si hay items sin emitir de la duracion}
privada borra_item: tele item — tele {elimina un item de la emisora}
privada lista_items: tele cadena — lista_item {da todos los items de una compafhia}
privada n_emisiones: tele item — nat {cuenta el nimero de emisiones de un item}
privada cnt_emisiones: tele lista_item — lista_item_y_nat {afade n_emisiones a cada item}

errores [esta(t, v)] = ahade(t, v); [~ esta(t, v)] = emite_item(t, v); cual_toca(crea, k)

ecns
[duracidn(v) # duracion(w)] = afade(ahade(t, v), w) = ahade(ahade(t, w), v)
[duracidn(v) # duracion(w)] = anade(emite_item(t, v), w) = emite_item(anade(t, w), v)
[duracidn(v) # duracién(w)] = emite_item(emite_item(t, v), w) = emite_item(emite_item(t, w), v)

=~ =

[duracion(v) = k] = cual_toca(ahade(t, v), k) = v

[duracion(v) # k] = cudl_toca(ahade(t, v), k) = cual_toca(t, k)

[duracién(v) # k v n_emisiones(t, v) > 0] = cual_toca(emite_item(t, v), k) = cual_toca(t, k)

[duracion(v) = k A n_emisiones(t, v) = 0 A ~(ninguno_sin_emitir(borra_item(t, v), k) A
ninguno_emitido(t, k))] = cual_toca(emite_item(t, v), k) = cudl_toca(borra_item(t, v), k)

[duracion(v) = k A n_emisiones(t, v) = 0 A ninguno_sin_emitir(borra_item(t, v), k) A
ninguno_emitido(t, k)] = cudl_toca(emite_item(t, v), k) = v

emite(t, k) = emite_item(t, cual_toca(t, k))

{Especificacién de las operaciones privadas para emitir}
estd(crea, v) = falso; esta(emite_item(t, v), w) = esta(t, w)
esta(afade(t, v), w) = esta(t, w) v (nombre(v) = nombre(w))
ninguno_emitido(crea, k) = cierto; ninguno_emitido(ahade(t, v), k) = ninguno_emitido(t, k)
ninguno_emitido(emite_item(t, v), k) = ninguno_emitido(t, k) A (k # duracion(v))
ninguno_sin_emitir(crea, k) = cierto
ninguno_sin_emitir(afade(t, v), k) = ninguno_sin_emitir(t, k) A (k # duracién(v))
ninguno_sin_emitir(emite_item(t, v), k) = ninguno_sin_emitir(borra_item(t, v), k)
borra_item(crea, v) = crea
[nombre(v) = nombre(w)] = borra_item(afiade(t, v), w) =t
[nombre(v) # nombre(w)] = borra_item(ahade(t, v), w) = afade(borra_item(t, w), v)
[nombre(v) = nombre(w)] = borra_item(emite_item(t, v), w) = borra_item(t, w)
[nombre(v) # nombre(w)] = borra_item(emite_item(t, v), w) = emite_item(borra_item(t, w), v)

Fig. 7.26: especificacion del tipo tele.
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{Especificacion de da_todos y sus operaciones auxiliares}
da_todos(t, c) = cnt_emisiones(t, ordena(lista_items(t, c)))
lista_items(crea) = LISTA_INTERES.crea; lista_items(emite(t, k)) = lista_items(t)
[c = compahiia(v)] = lista_items(afade(t, v), ¢) = inserta(lista_items(t, c), v)
[c # compahia(v)] = lista_items(ahade(t, v), c) = lista_items(t, c)
cnt_emisiones(t, LISTA_INTERES.crea) = LISTA_INTERES.crea
cnt_emisiones(t, inserta(l, v)) = inserta(cnt_emisiones(t, I), <v, n_emisiones(t, v)>)
n_emisiones(crea, v) = 0; n_emisiones(afade(t, v), w) = n_emisiones(t, w)
[nombre(v) = cual_toca(t, k)] = n_emisiones(emite(t, k), v) = n_emisiones(t, v) + 1
[nombre(v) # cual_toca(t, k)] = n_emisiones(emite(t, k), v) = n_emisiones(t, v)

funiverso

Fig. 7.26: especificacion del tipo tele (cont.).

A continuacién estudiamos el disefio y la implementacion de la estructura de datos
correspondiente. Supondremos que el contexto de uso de la aplicacion determina, por un
lado, que los items son objetos voluminosos vy, por el otro, que da_todos puede ser de
coste lineal respecto al numero de items de una compaiia, pero que el resto de
operaciones, excepto la creacion, deben ser de orden constante o, como mucho,
logaritmico. Ademas, sabemos que el nimero de items y de compaifias, si bien
desconocidos, seran el primero de ellos muy elevado y el segundo muy pequefio.

Hay varios puntos importantes en el disefo de la estructura. Para empezar, las operaciones
emite y cual_toca, que no pueden ser lentas, piden acceso por duracion y, por ello, se
dispone un vector, indexado por naturales entre 0 y MAX.val, donde se organizan los items
de cada duracién. En concreto, en cada posicion hay dos estructuras, una pila para organizar
los items todavia no emitidos y una cola para los items emitidos; asi, es inmediato saber el
item que toca emitir de una duracién dada: si la pila tiene algun elemento, es la cima de la pila
Y, Si no, la cabeza de la cola.

Por otro lado, la operacion da_todos pide acceso por compaiiia; en consecuencia, se define
una tabla que tiene como clave el nombre de la compafiia y como informacion todos los items
de esta compaifiia. Como la operacion debe ser lineal, los items han de estar ya ordenados.
Asi pues, se definen como una tabla ordenada en la que la clave es el item y la informacion
asociada es el numero de veces que se ha emitido. Para cumplir los requisitos de eficiencia
exigidos, la tabla correspondiente a cada compania se implementa con un arbol de
busqueda (concretamente, un arbol AVL para evitar degeneraciones en la estructura) vy, asi,
las inserciones son logaritmicas; ademas, no es necesario fijar un numero maximo de items
por compafia. En cambio, la tabla de todas las compafhias se puede implementar con una
simple lista ordenada, dado que el enunciado dice explicitamente que hay pocas.

Con estas decisiones, la eficiencia temporal de las operaciones es 6ptima: la insercion de un
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item es logaritmica (insercién en una pila, una cola y un arbol AVL), la consulta de cual toca es
constante (accesos a la cima de una pila y a la cabeza de una cola), la emisiéon de un item
también es logaritmica (desempilar, desencolar y encolar un elemento, y consultar y modificar
un arbol AVL, debido al cambio del nimero de emisiones) y el listado ordenado es lineal
(recorrido de un arbol AVL). Ahora bien, el coste espacial no es suficientemente bueno
porque los items, que son voluminosos, se almacenan dos veces, una en la estructura lineal
y otra en el arbol, buscando acceso directo a la informacidn, lo cual es necesario para no
penalizar ninguna operacién. Para mejorar este esquema, introducimos un conjunto donde
depositaremos todos los items, y en las estructuras lineales y los arboles guardaremos los
nombres de los items y no los items mismos; para no perder eficiencia en las operaciones, es
necesario implementar el conjunto por dispersién. Con esta decision, parece légico incluir el
numero de emisiones dentro del conjunto de items, y convertir las tablas ordenadas
correspondientes a las compahias en conjuntos ordenados.

En la fig. 7.27 se muestra el universo resultante de aplicar las decisiones de disefio dadas. El
nuamero aproximado de items se define como parametro formal para poder dimensionar la
estructura de dispersién. El universo ELEM_CJT_DISP afade a ELEM_CJT la funcién de
dispersién y la dimensién de la tabla. En la primera parte de la figura se efectdan todas las
instancias necesarias para implementar el esquema. Destaca la instancia de la tabla de
dispersioén para los items, que precisa dos pasos: el primero para definir la funcion (se elige
una suma ponderada con divisidn) y el segundo para definir la tabla (en este caso indirecta),
que tiene la funcion recién definida como parametro. Todas las estructuras se implementan
por punteros, a causa del desconocimiento de las dimensiones concretas de las estructuras.
El universo UTILIDADES_DISPERSION es un médulo que introduce diversas operaciones
de interés general para las diferentes funciones y organizaciones de dispersion presentadas
en el texto; asi, la funcién natural_mas_proximo devuelve el nimero mas proximo a un
natural determinado que cumpla las propiedades necesarias para ser un buen divisor en la
funcién de dispersion de la division.

Notemos que la resolucion no fija las implementaciones de los tipos de los pares ni de las
listas. Para los pares, se puede hacer el mismo razonamiento que en el caso del planificador;
por lo que respecta a las listas, se deja la responsabilidad de decidir al usuario del tipo, quien
tendra la informacién necesaria para elegir la representacién mas adecuada.

Es preciso hacer algunos comentarios sobre el universo resultante. Por un lado, su
dimensién es intrinseca a la complejidad del problema y no se puede reducir. Como
contrapartida, la resolucion es simple y altamente fiable; la mejor prueba es la claridad del
invariante, debido a que la complejidad de la implementacion queda diluida en los diferentes
componentes, que cumpliran sus propios invariantes. También queda muy facilitada la
implementacion de las diversas operaciones, que se concreta en la combinacién de las
operaciones adecuadas sobre los tipos componentes.
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universo TELE_BRINCO_MODULAR (MAX, NITEMS son VAL_NAT)
implementa TELE_BRINCO(MAX es VAL_NAT)

usa ITEM, UTILITADES_DISPERSION, CADENA, NAT, BOOL
{definicién de la estructura indexada por la duracién}
instancia PILA(ELEM) implementada con PILA_PUNTEROS(ELEM) donde elem es cadena
renombra pila por inéditos
instancia COLA(ELEM) implementada con COLA_PUNTEROS(ELEM) donde elem es cadena
renombra cola por emitidos

tipo privado duraciones es
vector [de 0 a MAX.val] de tupla E es emitidos; | es inéditos ftupla

ftipo
{definicién de la estructura indexada por la compahia}
instancia CONJUNTO_ORDENADO(ELEM_<_=)
implementado con CONJUNTO_POR_ARBOL_AVL_POR_PUNTEROS(ELEM_<_=)
donde elem es cadena, < es CADENA.<, = es CADENA.=
renombra tabla por compahia

instancia TABLA(ELEM_=, ELEM_ESP)
implementada con LISTA_ORD_POR_PUNTEROS(B es ELEM_<_=, C es ELEM_ESP)
donde B.elem es cadena, B.< es CADENA.<, B.= es CADENA =
C.elem es compaiiia, C.esp es CONJUNTO_ORDENADO.crea
renombra tabla por compaiiias

{definicion del almacen de items}

instancia SUMA_POND_Y_DIV (B es ELEM_DISP_CONYV, C es VAL_NAT)
donde B.elem es cadena, B.item es caracter, B.= es CADENA.=
B.base es 26, B.i_ésimo es CADENA.i_ésimo, B.nitems es CADENA.long
C.val es natural_més_préximo(NITEMS.val)

instancia CONJUNTO(ELEM_CJT)
implementado con TABLA_INDIRECTA(ELEM_CJT_DISP)
donde clave es cadena, elem es tupla v es item_tele; nemisiones es nat ftupla
id es nombre(_.v), = es CADENA.=, esp es <[TEM.esp, 0>
val es natural_mas_préximo(NITEMS.val), h es suma_pond_y_div
renombra tabla por hemeroteca

{definicién del tipo}

tipo tele es
tupla H es hemeroteca; C es compahias; D es duraciones ftupla
ftipo

invariante (t es tele):
Yv: v eitem: esta?(t.H, nombre(v))
vet.D[duracion(v)].E v vet.D[duracion(v)].l|
esta?(consulta(t.C, compafia(v)), nombre(v)) A
Vk: 0 <k < MAX.val: Vx: xet.D[K].l: consulta(t.H, x).nemisiones = 0 A
Vx: xet.D[K].E: consulta(t.H, x).nemisiones > 0 A
Vc: cecadena A esta?(t.C, c¢): Vx: xecadena A esta?(consulta(t.C, c¢), x):
compaiiia(consulta(t.H, x).v) = ¢

Fig. 7.27: implementacion modular de la estructura de items.
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funcién crea devuelve tele es
vart estele; k es nat fvar

1.C := TABLA.crea; t.H := CONJUNTO.crea

para todo k desde 0 hasta MAX.val hacer t.D[k] := <COLA.crea, PILA.crea> fpara todo
devuelve t

funcién anade (i es tele; v es item_tele) devuelve tele es
si esta?(t.H, nombre(v)) entonces error {el item ya existe}
sino  {primero se afhade el item a la hemeroteca}
t.H := ahade(t.H, <v, 0>)
{a continuacién se empila como inédito en los items de su duracion}
t.D[duraciones(v)].inéditos := empila(t.D[duraciones(v)].inéditos, nombre(v))
{por ultimo, se ahade a los items de la compania}
t.C := asigna(t.C, compahia(v), ahade(consulta(t.C, compaiiia(v)), nombre(v)))
fsi
devuelve t

funcién cual_toca (t es tele; k es nat) devuelve item es
var nombre es cadena fvar
si PILA.vacia?(t.D[k].inéditos) entonces
si COLA.vacia?(t.D[k].emitidos) entonces error {no hay items de la duracion}

si no nombre := cabeza(t.D[k].emitidos) {el emitido hace mas tiempo}
si

si no nombre := cima(t.D[k].inéditos) {el ultimo afadido}

Si

devuelve consulta(t.H, nombre).v

—h

—h

funcion emite (t es tele; k es nat) devuelve tele es
var nombre es cadena; v es item; n es nat fvar
{primero se actualiza la estructura por duraciones}
si PILA.vacia?(t.D[k].inéditos) entonces
si COLA.vacia?(t.D[k].emitidos) entonces error {no hay items de la duracion}
si no nombre := cabeza(t.D[k].emitidos); t.D[k].emitidos := desencola(t.D[k].emitidos)
fsi
i no nombre := cima(t.D[k].inéditos); t.D[k].inéditos := desempila(t.D[k].inéditos)
si
t.D[k].emitidos := encola(t.D[k].emitidos, nombre)
{a continuacion se registra la emision del item}
<v, n> := consulta(t.H, nombre); t.H := asigna(t.H, <v, n+1>)
devuelve t

(9]

—h

funcién da_todos (t es tele; nombre_comp es cadena) devuelve lista_items_y_nat es
{se recorre la tabla ordenadamente y accediendo a la hemeroteca por el nombre del item}
| := LISTA_INTERES.crea
para todo nombre_item dentro de todos_ordenados(consulta(t.C, nombre_comp)) hacer
| := inserta(l, consulta(t.H, nombre_item))
fpara todo
devuelve |
funiverso

Fig. 7.27: implementacion modular de la estructura de items (cont.).
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Esta solucion puede ser lo bastante satisfactoria como para considerarla definitiva. Ahora
bien, presenta dos inconvenientes que nos pueden conducir a la busqueda de posibles
mejoras. Primero, el nombre de un mismo item aparece en tres estructuras diferentes; si
todos los items fueran tan cortos como "Hey!", este hecho no seria demasiado importante,
pero la emisora tendra seguramente items con titulos largos, como "The rise and fall of Ziggy
Stardust and The Spiders from Mars". Segundo, la obtencién del item a partir de su nombre
es por dispersion, y la tabla puede degenerar si la previsién de ocupacion falla o bien si la
distribucién de las claves almacenadas conlleva un mal resultado para la funcién de
dispersion elegida, por lo que deben limitarse los accesos. Estas dos desventajas pueden
solucionarse si se elimina el conjunto de items, almacenandose éstos en los arboles de las
compaiiias y accediendo a ellos desde las pilas y las colas mediante apuntadores, en tiempo
constante.

La estrategia citada presenta un problema evidente: los diversos tipos de datos utilizados no
tienen operaciones que permitan acceder a sus elementos mediante un apuntador. Esto se
debe al hecho de que el concepto de apuntador es propio del nivel de implementacion,
mientras que las operaciones se definen en la especificacién algebraica, previa a la
implementacion. Si se quieren usar apuntadores es necesario, pues, representar todos los
tipos auxiliares directamente en el universo que implementa el tipo de interés tele, tal como
se ha hecho en el ejemplo de la cola compartida en el apartado anterior. La construccion de
este universo queda como ejercicio para el lector. Es evidente que el resultado serd mucho
mas voluminoso, complicado y propenso a errores que la propuesta anterior, por mucho que
se puedan hacer algunas simplificaciones, entre las que destaca la posibilidad de fusionar
todas las estructuras que almacenan los items en una sola, que tenga suficientes campos
como para implementar las estructuras lineales y el arbol AVL. La organizacion por dispersion
desaparece porque ya no es necesario acceder rapidamente a los items dado su nombre.
Precisamente, esta fusion que optimiza al maximo la eficiencia de la implementacién aun
complica mas el codigo, porque las operaciones de las estructuras lineales y del arbol AVL se
entremezclan; el invariante mostrara claramente la dificultad de su gestion.

A continuacion se formula una alternativa de disefio que intenta combinar la modularidad y la
eficiencia de las dos opciones vistas. Se trata de suponer que toda implementacién de un
tipo abstracto de datos, ademas de las operaciones de la especificacion y de todas aquellas
introducidas en el apartado 3.3.4, presenta:

- Un tipo apuntador, que representa un medio de acceso a los elementos almacenados
en la estructura.

- Una operacion acceso que, dada la estructura E y un apuntador p, devuelve el
elemento dentro de E apuntado por p.

- Diversas operaciones (las que convengan en cada caso) que devuelvan el apuntador al
ultimo elemento afectado por una operacion.
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En la fig. 7.28 se presenta el universo que implementa esta opcion. Notemos la similitud con
la solucién de la fig. 7.27 por lo que respecta a la estructuracion del tipo y la simplicidad de las
operaciones. A causa de la desaparicién de la tabla de dispersion, la codificacién es incluso
mas corta, ya que los items se almacenan en los arboles AVL asociados a las compaiias junto
con el numero de emisiones, y en las estructuras lineales residen apuntadores a los
elementos de los arboles. Como ventaja adicional, la inexistencia de estructuras de
dispersion comporta la desaparicion del parametro para el numero esperado de items. El
invariante se mantiene claro, lo que indica la simplicidad de la solucién. De acuerdo con la
estrategia mencionada, suponemos que los arboles de busqueda implementados en el
universo CONJUNTO_POR_ARBOL_AVL_POR_PUNTEROS presentan una operacion
nueva ultimo_insertado, que devuelve un apuntador al ultimo elemento insertado.

Notemos que no todas las implementaciones de un TAD encajan en este esquema, que
exige que un elemento ocupe la misma posicién mientras pertenezca a la estructura. Este
problema, no obstante, se puede resolder en estructuras implementadas con vectores (por
ejemplo, al implementar las tablas de dispersiéon de direccionamiento abierto y redispersion
lineal con movimiento de elementos en la supresidn), con el uso de tablas intermedias para
traducir la posicién obtenida por el usuario del tipo a la posicion real que ocupa.

Pese al buen comportamiento de esta aproximacion al disefio de las estructuras de datos,
debe destacarse que las operaciones anadidas son una violacion flagrante del principio del
disefio de programas con TAD, dado que se crea una vision paralela del tipo que permite
acceso a sus elementos sin respetar la politica definida por las ecuaciones. Notemos que las
nuevas operaciones no tienen nada que ver con las operaciones definidas en el apartado
3.3.4, que precisamente se introducian para abundar en la transparencia de la informacion;
en este sentido, se puede decir que los universos pasan a actuar como simples plantillas de
codigo desprovistas de auténtico significado matematico, con los problemas de
razonamiento que ello conlleva’.

Una soluciéon de compromiso consiste en distinguir, para toda estrategia de implementacién
de un TAD, dos universos diferentes: la implementacion habitual con claro significado
matematico y la implementacion que permite acceso mediante apuntadores. El disefiador de
un nuevo tipo de datos usara los primeros siempre que pueda; cuando, por razones de
eficiencia, necesite acceder a la estructura mediante apuntadores, usara los universos de la
segunda clase. Para subrayar que este segundo tipo de uso de los universos de
implementacién no sigue la especificacion dada, la instancia se realizara directamente de la
implementacion y no de la especificacion (como ocurre con los conjuntos en fig. 7.28),
dejando clara constancia que es una mera encapsulacion de codigo y no de un tipo de datos.

" De hecho, se podrian construir especificaciones algebraicas para los TAD accesibles mediante
apuntadores, siempre y cuando el concepto mismo de apuntador forme parte.
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universo TELE_BRINCO_MODULAR_Y_EFICIENTE (MAX es VAL_NAT)
implementa TELE_BRINCO(MAX es VAL_NAT)

usa ITEM, CADENA, NAT, BOOL

instancia CONJUNTO_POR_ARBOL_AVL_POR_PUNTEROS(ELEM_CJT_<)
donde clave es cadena, elem es tupla v es item_tele; nemisiones es nat ftupla
id es nombre(_.v), < es CADENA.<, = es CADENA.=, esp es <iTEM.esp, 0>
renombra tabla por compahia, apuntador por @_item
instancia TABLA(ELEM_=, ELEM_ESP)
implementada con LISTA_ORD_POR_PUNTEROS(B es ELEM_<_=, C es ELEM_ESP)
donde B.elem es cadena, < es CADENA.<, = es CADENA .=
C.elem es compainia, C.esp es CONJUNTO_ORDENADO.crea
renombra tabla por compaiiias

tipo privado duraciones es
vector [de 0 a MAX.val] de tupla E es emitidos; | es inéditos ftupla
ftipo
instancia PILA(ELEM) implementada con PILA_PUNTEROS(ELEM) donde elem es @_item
renombra pila por inéditos
instancia COLA(ELEM) implementada con COLA_PUNTEROS(ELEM) donde elem es @ _item
renombra cola por emitidos

tipo tele es tupla C es compaiiias; D es duraciones ftupla ftipo
invariante (t es tele):

Vv: veitem: pet.D[duracion(v)].E v pet.D[duracion(v)].l|

esta?(consulta(t.C, compania(acceso(p)), nombre(acceso(p))) A
Vk: 0 < k < MAX.val: Vp: pet.D[K].I: acceso(p).nemisiones = 0 A
Vp: pet.DIK].E: acceso(p).nemisiones > 0 A
Vc: cecadena A esta?(t.C, c):
Vx: xecadena A esta?(consulta(t.C, c), x):
compaiiia(consulta(consulta(t.C, ¢), x).v) = ¢

funcioén crea devuelve tele es
vart estele; k es nat fvar

t.C := TABLA.crea

para todo k desde 0 hasta MAX.val hacer t.D[k] := <COLA.crea, PILA.crea> fpara todo
devuelve t

funcién anade (t es tele; v es item_tele) devuelve tele es
varpes @_item fvar
si esta?(t.H, nombre(v)) entonces error {el item ya existe}
sino {se ahade a los items de la compafia con cero emisiones}
t.C := asigna(t.C, compafhia(v), ahade(consulta(t.C, compaiia(v)), <v, 0>))
{a continuacioén se empila el apuntador como inédito en los items de su duracién}
p := ultimo_ahadido(consulta(t.C, compahia(v)))
t.D[duraciones(v)].inéditos := empila(t.D[duraciones(v)].inéditos, p)
fsi
devuelve t

Fig. 7.28: implementacion modular y eficiente de la estructura de items.
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funcién cual_toca (t es tele; k es nat) devuelve item es
varp es @_nodo fvar
si PILA.vacia?(t.D[k].inéditos) entonces
si COLA.vacia?(t.D[k].emitidos) entonces error {no hay items de la duracion}
si no p := cabeza(t.D[k].emitidos) {el emitido hace mas tiempo}
fsi
si no p := cima(t.D[k].inéditos) {el ultimo afadido}
fsi
devuelve acceso(p).v

funcién emite (t es tele; k es nat) devuelve tele es
varp es @_nodo; v es item; n es nat fvar
{primero, se actualiza la estructura por duraciones}
si PILA.vacia?(t.D[k].inéditos) entonces
si COLA.vacia?(t.D[k].emitidos) entonces error {no hay items de la duracion}
si no p := cabeza(t.D[k].emitidos); t.D[k].emitidos := desencola(t.D[k].emitidos)
fsi
sino p := cima(t.D[k].inéditos); t.D[k].inéditos := desempila(t.D[k].inéditos)
si
t.D[k].emitidos := encola(t.D[k].emitidos, p)
{a continuacion, se registra la emision del item}
<v, N> := acceso(p)
t.C := asigna(t.C, compaihia(v), afiade(consulta(t.C, compafhia(v)), <v, n+1>))
devuelve t

—h

funcién da_todos (t es tele; nombre_comp es cadena) devuelve lista_items_y_nat es
{como las emisiones residen en el mismo conjunto ordenado de la compafia, se puede
devolver la lista que ha resultado al recorrerla ordenadamente}
devuelve todos_ordenados(consulta(t.C, nombre_comp))

funiverso

Fig. 7.28: implementacion modular vy eficiente de la estructura de items (cont.).

Ejercicios

Nota preliminar: en los ejercicios de este capitulo, por "implementar un tipo" se entiende:
dotar al tipo de una representacién, escribir su invariante, codificar las operaciones de la
signatura basandose en la representacion, estudiar la eficiencia espacial de la representacién
y la temporal de las operaciones, mencionando también el posible coste espacial auxiliar que
puedan necesitar las operaciones, en caso de que no sea constante.

7.1 Sea el tipico juego consistente en un rectangulo de 7x4 con 27 piezas cuadradas y, por
tanto, con una posicidn vacia. Cada pieza tiene una letra diferente del alfabeto y, en caso de
ser adyacente a la posicidn vacia, puede moverse horizontalmente o verticalmente, de tal
manera que pase a ocupar la posicion anteriormente vacia y deje como vacia la posicion que
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la pieza ocupaba antes del movimiento. Determinar los TAD adecuados que permitan disefiar
un algoritmo que, dada una configuracion inicial del tablero, construya la sucesion minima de
movimientos que se han de realizar para que el rectangulo quede ordenado alfabéticamente
con la posicion vacia en el extremo inferior derecho. Formular la propuesta de manera que
sea facilmente adaptable a cualquier problema similar. Una vez escrito el algoritmo, decir si los
TAD resultantes se corresponden a tipos ya conocidos; en caso afirmativo, decir cudles y
cémo se implementarian y, en caso contrario, implementarlos.

7.2 Se quiere implementar una estructura de datos que sirva de base para un juego solitario
de cartas de la baraja francesa. El objetivo de este juego consiste en distribuir todas las cartas
en cuatro montones correspondientes a los cuatros palos, de manera que todas las cartas de
un palo estén ordenadas en orden ascendente, a partir del as (que queda debajo) hasta el
rey (que queda arriba); a estos montones los llamaremos destinatarios. Para alcanzar el
objetivo, se dispone de seis montones auxiliares que contendran cartas; a estos montones
los llamaremos temporales y los identificaremos por un natural del uno al seis.

Inicialmente todos los destinatarios estan vacios y en el temporal i-ésimo depositamos i
cartas, una sobre otra, todas boca abajo excepto la superior, que queda visible. El resto de
cartas quedan en el mazo, todas boca abajo. A partir de este estado inicial, la evolucion sigue
las reglas siguientes:

- Una carta que se vuelve visible en el temporal, queda visible durante el resto del juego
siempre que siga en algun temporal o sea la carta superior de un destinatario; en los
destinatarios solo queda visible la carta superior (que ya da suficiente informacién).

- Cuando un destinatario esta vacio, la Unica carta que se puede mover sobre él es un as.
A partir de este momento, las cartas entran en el destinatario correspondiente de una en
una y boca arriba, manteniendo el palo y el orden ascendente consecutivo en la
numeracion. La carta superior siempre puede volver a un temporal si la estrategia del
jugador lo requiere, y entonces queda visible la que habia debajo.

- Las cartas visibles de un temporal se pueden mover segun los criterios siguientes:

¢ Siempre se puede mover la carta superior a un destinatario segun la regla anterior.
¢ La carta visible de un temporal a se puede mover encima de otro temporal b, siempre
que sea de un palo de color diferente y que su numeracion sea inmediatamente
inferior a la de la carta visible del temporal b.
¢ Se pueden mover de golpe todas las cartes visibles de un temporal sobre otro,
siempre que la carta inferior de las movidas cumpla las mismas relaciones de color y
numeracion que en el punto anterior.
Si aplicando cualquiera de los movimientos citados, un temporal queda sin cartas
visibles, se puede destapar la carta superior (si hay alguna carta).

- En todo momento se puede pedir una carta del mazo. Esta carta se puede colocar, o
bien en un destinatario, o bien en un temporal, siguiendo las relaciones de color y
numeracion de las reglas anteriores; ademas, si la carta es un rey se puede mover a un
temporal vacio. Si no se ubica en ninguno de ellos, se pone boca arriba encima de otro
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mazo auxiliar, que contiene todas las cartas que se han ido destapando del mazo y no
se han ubicado. Notemos, pues, que en este auxiliar todas las cartas quedan boca arriba
y sélo la ultima es accesible. En cualquier momento, si la estrategia del jugador lo
requiere, se puede ubicar la carta visible del auxiliar sobre un destinatario o temporal
segun las reglas anteriores, y entonces quedaria visible la carta que habia entrado en el
auxiliar antes que ella.

- Si se acaban las cartas del mazo y el juego no ha terminado, se empieza otra ronda, que
consiste en volcar el auxiliar, que asume el papel de mazo principal, y continuar jugando.

- Si durante una ronda entera no se ha ubicado ninguna carta del auxiliar a un destinatario
o un auxiliar, el juego acaba con fracaso. El éxito se produce cuando los cuatro
destinatarios contienen todas las cartas.

Implementar un algoritmo que sirva de basa para este juego, es decir, debe ser capaz de
ejecutar las diversas drdenes que le dé el jugador, controlar que se respeten las reglas
dadas, y avisar de la finalizacién del juego, con éxito o fracaso.

7.3 Una empresa disefiadora de muebles de cocina construye un programa que necesita un
tipo pared para representar el conjunto de muebles situados en una pared de la cocina. Una
pared se crea con una longitud positiva; un mueble se identifica por una anchura y una
posicién, que indica la distancia de su lateral izquierdo al extremo izquierdo de la pared (que
puede considerarse el origen). La profundidad no se considera. La signatura del tipo es:

crea: nat — pared, crea una pared de una determinada longitud

afade: pared nat nat — pared, aflade un mueble de una anchura determinada en una
posicion dada; da error si el mueble se sale de los limites

cabe?: pared nat nat — bool, dice si un mueble de una anchura dada puede colocarse en
una posicion dada

nre: pared — nat, da el nimero de muebles en la pared

elem: pared nat — mueble, dice cudl es el mueble i-ésimo de la pared, comenzando por la
izquierda; da error si la pared no tiene i muebles

borra: pared nat — pared, elimina el mueble i-ésimo encontrado con la operacién elem
para la misma i; da error si la pared no tiene i muebles

mueve: pared nat — pared, desplaza el mueble i-ésimo (encontrado con la operacion
elem parala misma i) hacia la izquierda, hasta chocar con el mueble (i-1)-ésimo o el
origen de la pared; da error si la pared no tiene i muebles

El tipo mueble se tratarda como una instancia de los pares con dos naturales (posicion y
anchura). Especificar, disefar e implementar el tipo pared, controlando todos los posibles
errores.

7.4 Un estudiante aplicado de informatica decide implementar una estructura para mantener

sus innumerables programas, de manera que pueda hacer consultas eficientes. En
concreto, la signatura del tipo progs es:

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



410 Estructuras de datos. Especificacion, disefio e implementacion

crea: — progs, estructura vacia

nuevo_programa: progs programa — prog, aflade un nuevo programa; si ya hay uno con
el mismo nombre, da error

borra: progs cadena — progs, borra un programa dado su nombre; si no lo encuentra, da
error

purga: progs fecha — progs, borra todos los programas anteriores a una fecha dada

todos: progs — lista_programas, da la lista de todos los programas en orden alfabético

obsoletos: progs fecha — lista_programas, da la lista de programas anteriores a una fecha
dada en cualquier orden

tema: progs cadena — lista_programas, da la lista de programas de un tema en cualquier
orden; da error si el tema no existe

Suponer que el tipo fecha esta disponible con las operaciones necesarias y que el tipo
programa dispone de operaciones para obtener su nombre, su tema y su fecha; ademas,
puede haber mas informacion. Suponer que el repertorio de temas no es conocido a priori.
Especificar el tipo y, a continuacién, disefarlo e implementarlo para que favorezca la
ejecucién de las operaciones consultoras y no ralentice purga innecesariamente
(nuevo_programa y borra pueden ser tan lentas como se quiera).

7.5 En una galaxia muy, muy lejana, la cofradia de planetdlogos quiere informatizar la gestion
de la produccion agricola en su mundo. Hay diversas zonas climaticas que cubren las
diversas regiones del planeta; en cada una de estas regiones el clima favorece el cultivo de
diferentes productos. Por tanto, la cofradia necesita saber las relaciones existentes entre
climas y regiones para poder planificar los diferentes cultivos buscando el maximo beneficio.
Hay que tener en cuenta que el catdlogo de climas es muy pequefio y que, si bien un clima
se puede dar en diversas regiones, cada region sélo tiene asociado un tipo de clima. Un
planeta puede tener un nimero muy elevado de regiones. Concretamente, las operaciones
son:

crea: — meteorologia, crea la estructura sin regiones

anadir: meteorologia region clima — meteorologia, afiade una region a su clima; da error si
el clima no existe; si la regidén ya tenia clima, lo sustituye (se considera un cambio
climatico)

planeta: meteorologia — lista_regiones, da la lista de todas las regiones del planeta en
orden alfabético creciente

igual_clima: meteorologia clima — lista_regiones, da la lista de todas las regiones del
planeta que tienen el clima dado en orden alfabético creciente, o error si el clima no
existe

Especificar, disefiar e implementar el tipo meteorologia. Es especialmente importante que la
operacion afiadir sea eficiente, porque la cofradia quiere vender la aplicacién a todos sus
colegas de la galaxia, que tendran que crear sus propios sistemas de zonas; ademas, las
consultoras tampoco han de ser lentas, porque una vez configurado el sistema seran las mas
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usadas. Los tipos region y clima tienen mucha informacion y ofrecen operaciones para
obtener su nombre, que sera una cadena.

7.6 Se quiere informatizar el centro de control de una compafia ferroviaria que gestiona una
gran cantidad de estaciones, vias y trenes y controla el movimiento de trenes de una
estacién a otra mediante unas determinadas érdenes de avance. Cuando el centro de
control decide que un tren ha de viajar de una estacion A de origen a una estacién B de
destino realiza la secuencia de operaciones siguiente:

plan_viaje: calcula la ruta mas cortade A a B

avanzar: ordena al maquinista avanzar un tramo mas en el plan de viaje.

ha_llegado: se ejecuta cuando el centro de control recibe confirmacion de un jefe de

estacion que le comunica que un tren ha llegado.

El centro de control repite las dos ultimas operaciones hasta que el tren llega a su estacién
de destino. Hay que tener en cuenta que las capacidades de las vias son limitadas, es decir,
para cada tramo de via que une dos estaciones sélo podran circular, por razones de
seguridad, un nimero maximo de trenes en cada sentido. Cuando un tren ha recibido la
orden de avanzar por un tramo que esta saturado en el sentido de la marcha, esperara en la
estacion donde se encuentre hasta que tenga via libre. Se supone que en las estaciones
pueden esperar un numero ilimitado de trenes. Cada vez que un tren llega a una estacién, si
el tramo por el cual circulaba estaba saturado, el tren que haga mas tiempo que esperaba para
circular por ese tramo podra ocuparlo. En concreto, la signatura del tipo es:

inic: — central, estructura sin estaciones, tramos ni trenes

afn_estacién: central estacion — central, afiade una estacion; da error si la estacién ya
existia

af_via: central estacion estacion nat nat nat — central, afnade un tramo de via entre dos
estaciones con una capacidad maxima, que puede ser diferente en cada sentido, y una
longitud; da error si alguna de las estaciones no existia o si el tramo ya existia

plan_viaje: central estacion estacion tren — central, planifica un viaje entre dos estaciones
por el camino mas corto con un tren determinado; da error si alguna estacion no existe o
si el tren estd ya asignado

ha_llegado: central tren — central, registra que un tren que avanza por un tramo ha
llegado a la siguiente estacion dentro de su plan de viaje; da error si el tren no esté a
medio viaje

ocupaciones: central — lista_pares_estacion_y_natural, devuelve una lista con todas las
estaciones en orden decreciente segun su ocupacién maxima; la ocupacién maxima de
una estacion se define como el nimero maximo de trenes que han tenido que esperar
en algun momento en esta estacion, por estar saturados los tramos

Las operaciones que lo necesiten tienen la posibilidad de llamar a la operacién avanzar, que
es una orden que la central da a un maquinista para que avance en su recorrido. Se suponen
construidos los mdédulos correspondientes a los tipos estacion y tren con las operaciones
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necesarias, sabiendo que los primeros se identifican con una cadena de caracteres y los
segundos con un natural. Notar que no hay operaciones explicitas de creacién de trenes,
sino que un tren es conocido la primera vez que interviene en un viaje y desaparece de la
estructura cuando llega a su estacion destino. Disefiar e implementar el tipo para que
favorezca la ejecucion de la operacion ocupaciones sin que las otras sean innecesariamente
lentas.

7.7 a) Se quiere informatizar la agencia de turismo Bon Voyage que organiza viajes a
ciudades a un precio determinado, que depende de la compafiia de transportes elegida. Las
compahias se identifican por su nombre. Concretamente, las operaciones son:

crea: — agencia, forma una estructura sin companias ni viajes ni ciudades

ofrece: agencia cadena compania nat — agencia, registra que la agencia ofrece viajes a
una ciudad a un precio dado y trabajando con la compafia dada; si ya existia alguna
compania con el mismo nombre, sus caracteristicas no cambian; si ya existia algun viaje
a la misma ciudad con la misma compaiiia, se olvida el mas caro

ofertas_ciudad: agencia cadena — lista_pares_compafia_y_precio, devuelve todos los
pares <compafia, precio> que representan viajes que la agencia organiza a la ciudad
dada, en orden ascendente de precio; da error si la ciudad no existe

mas_baratos: agencia precio — lista_pares_ciudad_y_compafhia, devuelve todos los
pares <ciudad, compafia> que representan viajes mas baratos que el precio dado, en
orden ascendente de precio

Suponer que el tipo compafia contiene mucha informacién. Se sabe, ademas, que habra
alrededor de 10.000 ciudades y pocas compafias de transporte. Especificar el tipo.
Disefarlo e implementarlo, de manera que se favoreza la ejecucion de las consultoras, que
las otras no sean mas lentas de lo necesario y que no se malgaste espacio inutiimente.

b) La agencia ofrece ahora paquetes de viajes, compuestos de varias ciudades (no mas de
diez), que tienen una capacidad y un precio determinados, de manera que los clientes
pueden reservar plazas. Concretamente, las nuevas operaciones son:

nuevo_paquete: agencia paquete — agencia, aflade un nuevo paquete; da error si ya
habia algun paquete con el mismo nombre

reserva: agencia cadena nat — agencia; la agencia hace una reserva de las plazas
especificadas en el paquete dado; da error si no hay ningun paquete con este nombre
0 no hay suficientes sitios libres

no_llenos: agencia — lista_paquetes, devuelve todos los paquetes que no se han
llenado aun en orden ascendente de precio para hacer ofertas de final de temporada

Los paquetes se pueden considerar como 4-tuplas de <nombre, precio, capacidad, lista de
ciudades>; toda esta informacion se puede obtener usando las operaciones nombre,
precio, capacidad y ciudades. Se sabe que hay del orden de 200 paquetes. Especificar las
nuevas operaciones. Ampliar el disefio anterior de manera que las operaciones reserva y
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no_llenos sean las mas eficientes y que nuevo_paquete no sea mas lenta de lo necesario.
No malgastar espacio inutilmente. Implementar el tipo resultante.

7.8 a) Se quiere informatizar las datos que hacen referencia a todos los jugadores de
ajedrez federados del mundo (que son muchos, del orden de 1.000.000). De esta manera,
se podran organizar los torneos con mas facilidad y también sera mas facil actualizar los “elo”
de los jugadores. El “elo” es una puntuacion (entero positivo) que tiene todo jugador de
ajedrez y que establece su posicidn respecto a los otros jugadores. Cada jugador tiene,
ademas de su “elo”, un nombre, una nacionalidad y un club. Los clubes son muy numerosos
(el ultimo censo registré 20.000), cada uno tiene un nombre y puede tener una o mas
nacionalidades. Los nombres y las nacionalidades son cadenas de caracteres sobre las que
se tienen definidas las operaciones de comparacién habituales.

universo JUG es universo CLUB es
usaCLUB, ... usa COLA_NACS, ...
tipo jug tipo club
ops ops
ji: cadena nat cadena club — jug cc: cadena cola_nacs — club
nombre?: jug — cadena nombre?: club — cadena
elo?: jug —» nat nacs?: club: — cola_nacs
nacionalidad?: jug — cadena ecns
club?: jug — club nombre?(cc(n, €)) = n
ecns nacs?(cc(n,c)) =c¢
nombre?(jj(n, e, nac, ¢c)) = n funiverso
. etc. ... {La parte cola_nacs del club es una cola
funiverso que contiene las nacionalidades del club}

El tipo de datos ajedrez tiene la signatura siguiente:

inic: — ajedrez, sin ningun jugador

an_jugador: ajedrez jug — ajedrez, afade un jugador a la estructura; da error si ya habia
un jugador con el mismo nombre. Si ya existe un club con el mismo nombre que el club
del jugador, no es necesario comprobar ni cambiar las nacionalidades

cambio_elo: ajedrez cadena nat — ajedrez, modifica el “elo” de un jugador; da error si el
jugador no esta

cambio_club: ajedrez cadena club — ajedrez, modifica el club del jugador; da error si el
jugador no esta. Si ya existe un club con el mismo nombre que el club dado, no es
necesario comprobar ni cambiar las nacionalidades

elo?: ajedrez cadena — nat, da el “elo” de un jugador o error si el jugador no esta

club?: ajedrez cadena — club, da el club de un jugador o error si el jugador no esté

jug_club?: ajedrez cadena — cola_jugs, da los jugadores de un club ordenados por “elo”
o error si el club no existe
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clasificacion_mundial?: ajedrez — cola_jugs, da los jugadores del mundo ordenados por
“elo

mejor_club?: ajedrez — club, da el club con mejor proporcion: suma de “elo” de sus
jugadores / numero de jugadores

”

Noétese que no hay operaciones explicitas de alta de club, sino que un club se conoce
cuando se usa por primera vez desde afi_jugador o cambio_club. Las colas se comportan de
la manera esperada y ofrecen las operaciones normales; ahora bien, suponer que su
implementacién viene dada y es desconocida. Especificar el tipo. Disefarlo e implementarlo
para optimizar la ejecucion de las consultoras y no malgastar espacio.

b) Modificar el disefio anterior de manera que se pueda obtener informacién por
nacionalidades, que son pocas y casi fijas (muy raramente se afiaden o eliminan
nacionalidades). Concretamente, el nuevo diseio ha de posibilitar la implementacién
eficiente de las operaciones de consulta anteriores y, ademas, las siguientes:

clubs_nac: ajedrez cadena — cola_clubs, da todos los clubs que incluyen una
nacionalidad en su cola de nacionalidades

jug_nac: ajedrez cadena — cola_jugs, da todos los jugadores de una nacionalidad
ordenados por “elo”

7.9 El juego de la piramide es iniciado por un grupo de diez jugadores privilegiados, que
previamente acuerdan repartirse a partes iguales los mas que probables beneficios. Para
empezar, los jugadores elaboran una lista con sus nombres (y sus datos bancarios) y la
venden al mddico precio de 5.000 PTA. El ultimo de esta lista busca tres (ingenuos)
compradores a los que les vende la lista y les explica las reglas de funcionamiento:

"Has de enviar 5.000 PTA a la primera persona de la lista. A continuacion, borra su nombre y
pon el tuyo propio al final de la lista. Has de vender como mucho tres listas, y asi recuperas tu
inversion (5.000 PTA de compra mas 5.000 PTA de envio) y, ademas, ganas 5.000 PTA. Es
mas, pasado un tiempo empezaras a recibir dinero que te enviaran los compradores de
futuras listas y asi ganaras millones de pesetas sin arriesgar nada."

Al contrario que otros juegos, el participante de la piramide parece que gana siempre, sin que
intervenga el azar. El juego, no obstante, acaba en el momento en que no se encuentran
compradores para las listas; un articulo reciente del eminente investigador Dr. Keops ha
establecido que el nimero esperado de jugadores de la piramide se mueve en el intervalo
[5.000, 9.000]. Cuando se llega a esta situacion, los participantes en el juego se dividen en
dos grandes categorias: los ganadores y los perdedores (la mayoria).

Consideramos el tipo piramide con operaciones:

crear: lista_jugadores — pirdmide, inicia el juego con los 10 primeros jugadores
vender: piramide cadena cadena — piramide, registra que el primer jugador vende la lista
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a una persona que todavia no la habia comprado. Los jugadores se identifican por su
nombre, que es una cadena. La venta sélo es posible si el vendedor ha pagado al
primero de la lista. En la venta se realiza la transacciéon monetaria correspondiente del
comprador al vendedor

pagar: piramide jugador — piramide, registra que un jugador paga al primero de la lista; da
error si el jugador no habia comprado previamente la lista

ganadores: piramide — lista_jugadores, da la lista de ganadores ordenada por ganancias

n_perdedores: piramide — nat, da el numero de personas que no han recuperado el
dinero invertido

balance: piramide cadena — entero, da la cantidad perdida o ganada por un participante
en el juego o error si la persona no ha jugado

Especificar el tipo. A continuacion disefiarlo e implementarlo de manera que se favorezcan
las operaciones consultoras.

7.10 Los bancos mas ricos de Europa deciden formar una asociacion denominada ABBA
(Asociacién de Bancos Basicamente Alemanes) para competir con los japoneses y emires
arabes. La ABBA es muy selectiva y solo admite 5.000 asociados como mucho; una vez se
ha llegado a esta cifra, si un banco pide el ingreso con un capital que supere el de alguno de
los bancos de la asociacion, entra en ella y se elimina el banco de capital mas reducido de los
que habia. Para evitar esta situacién, un banco siempre puede absorber otro (de menor
capital) mediante una OPA hostil y asi aumentar su capital; una absorcién provoca la
desaparicion del banco absorbido.

El conde Mario, presidente de la ABBA, decide informatizar la asociacion con las siguientes
operaciones:

crea: — abba, asociacion sin bancos

pide: abba cadena nat — abba, afhade un banco con un capital dado en la asociacién, si
hay menos de 5000 bancos; en caso contrario, si el capital dado supera el capital de
algun banco, también lo incorpora y borra de la asociacion el banco de capital minimo; si
hay varios bancos igual de pobres, se elimina uno cualquiera de ellos; da error si el
banco que se ha de afadir ya era socio de la ABBA

absorbe: abba cadena cadena — abba, registra que el primer banco absorbe al segundo
Yy, en consecuencia, incrementa su capital; da error si alguno de los bancos no era socio
de la ABBA

todos: abba — lista_cadenas, devuelve un listado de todos los bancos de la asociacion
en orden alfabético

mas_rico: abba — cadena, da el banco de la asociacion con mas capital; si hay varios en
esta situacién, devuelve cualquiera de ellos

Suponer que las operaciones para comparar cadenas en orden lexicografico son muy
rapidas. Especificar el tipo. A continuacién, disefarlo e implementalo, favoreciendo las
operaciones consultoras y evitando que las constructoras sean lineales.
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7 .11 La emisora Canal-Mus decide imitar a Tele-Brinco y quiere organizar sus videos en una
estructura de datos. Sin embargo, los socios capitalistas del grupo BRISA deciden una
politica de emision de videos algo diferente, que genera la siguiente signatura:

crea: — tele, emisora sin videos

anadir: tele video —tele, registra que la emisora compra un nuevo video; no es necesario
comprobar repeticiones

cual_toca?: tele nat — video; si hay algun video con la duracién dada que todavia no haya
sido emitido, ha de devolver el mas antiguo de ellos; si todos los videos de esta
duracion han sido emitidos, ha de devolver el que haga mas tiempo que se emitid

emitir: tele nat — tele, toma nota de que el video seleccionado por la operacion anterior
con la duracién dada ya ha sido emitido

borra_malos: tele — tele, elimina los 10 videos que se han emitido menos veces

emitir_top_ten: tele nat — <tele, video>, devuelve el video que figura en la posicidén
n-ésima en la clasificacion de emisiones, n < 10, y lo emite

Considerar que los videos sélo contienen informacion sobre su nombre y su duracion, que
viene dada en minutos (y es inferior a 4 horas). No se tiene ninguna idea sobre el nimero de
videos que habra en la estructura. Especificar el tipo. Disefarlo e implementarlo para que
todas las operaciones sean lo mas rapidas posible, excepto emitir.

7.12 La emisora de televisién Antonia Tres ha decidido automatizar toda la gestion de la
contratacién y emision de anuncios. Se sabe que, a lo largo de la semana, hay n periodos de
emisién de anuncios (n < 1000). Cada periodo, identificado con un natural de 1 a n, tiene
asignado un coste por minuto de anuncio y una duracién (tiempo en minutos disponible para
emitir anuncios). Se quieren realizar las siguientes operaciones, que permiten programar la
distribucién de anuncios a lo largo de la semana:

crear: — tele, inicializa la estructura, determinando cuales son los periodos, de qué
duracién y su coste

comprar: tele nat anuncio — tele, registra la emisién de un anuncio dentro de un periodo;
da error si el periodo no es valido o si no hay suficiente tiempo disponible en él

consultar: tele nat nat — lista_nat, devuelve una lista de todos los periodos que tienen un
coste por minuto menor o igual al coste dado (segundo parametro), y una duracion
disponible superior o igual a la duracién dada (tercer parametro), ordenada por el coste

periodos_de_emisién: tele anuncio — lista_nat, da la lista de periodos que se han
comprado para ese anuncio

emitir: tele nat — lista_anuncios, da la lista de todos los anuncios que han comprado ese
periodo o error si el natural no identifica un periodo valido

Los anuncios se identifican por su nombre; como no se pueden borrar de la estructura, habra
muchos anuncios a lo largo del tiempo. Especificar el tipo. Disefarlo e implementarlo para
que se favorezcan las operaciones consultoras.

© Los autores, 1998; © Edicions UPC, 1998.



Uso y disefio de tipos abstractos de datos 417

7.13 En el afio 2001, Europa se organiza federalmente respetando, sin embargo, las
diversas comunidades histéricas que en ella se ubican. Hay pocas federaciones (del orden
de 20 ¢ 30: Atlantico Meridional, Iberia, las Islas Britanicas, etc.) pero un nimero considerable
de comunidades histdricas (sobre unas 5.000, de diferente tamafo: Catalunya, Val d'Aran,
Occitania, la Comunidad Celta, Lofoten, etc.); una comunidad histérica puede estar en varias
(pero no muchas) federaciones a la vez (por ejemplo, la Comunidad Celta esta a caballo entre
Iberia, el Atlantico Meridional y las Islas Britanicas), y ambas clases de objetos ofrecen una
operacion nombre que devuelve la cadena que los identifica. Cada comunidad histérica
consta de un numero indeterminado pero grande de municipios, cada uno de los cuales esta
gobernado por un unico alcalde; considerar que un municipio no puede estar a caballo entre
dos comunidades histéricas. Los tipos federacién, comunidad y alcalde ofrecen una
operacion nombre que devuelve la cadena que los identifica. El presidente de Europa,
Narcis Guerra, decide informatizar la gestion administrativa para facilitar la tarea de los euro-
funcionarios. Las operaciones que considera son:

crea: — europa; inicialmente, no hay ninguna federacién ni comunidad

nueva_fede: europa federacion lista_comunidades — europa, afiade una nueva
federacion dentro de la cual coexisten diversas comunidades histéricas; da error si ya
existia alguna federacion con el mismo nombre

elige: europa comunidad alcalde — europa, registra la eleccion de un nuevo alcalde en la
comunidad

dimite: europa cadena — europa; un alcade identificado por su nombre presenta la
dimisién por razones personales o politicas

colegas?: europa cadena cadena — bool, dice si dos alcaldes identificados por su nombre
son cabezas de municipio en la misma comunidad

todos_fede: europa cadena — lista_alcaldes, devuelve la lista de alcaldes que gobiernan
en municipios situados en las comunidades que forman la federacién dada; da error si
no hay ninguna federacion con este nombre

Especificar el tipo. Disefarlo e implementarlo para favorecer la ejecucion de las operaciones
consultoras y que, una vez alcanzado este objetivo prioritario, también favorezca dimite (se
prevé que pueda haber muchas irregularidades financieras).

7.14 Sajerof es un informatico reputado que ha hecho de la buena cocina su aficion
predilecta. Decidido a sacar provecho de su oficio, decide implementar un recetario de
cocina que debe durarle toda la vida y que organiza las recetas de Arguifiano segun su
ingrediente principal y su precio. Las operaciones son:

crea: — recetario; sin recetas

anadir: recetario receta — recetario, afiade una nueva receta; si ya hay alguna con el
mismo nombre, da error

borrar: recetario cadena — recetario, borra la informacion asociada a una receta; si no hay
ninguna con este nombre, da error
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cocina: recetario cadena fecha — recetario, registra que la receta de un determinado
nombre ha sido cocinada el dia dado; da error si la receta no existe o si la fecha es
anterior a la ultima en que se habia cocinado la receta

mas_barata: recetario nat fecha — receta, da una receta de precio menor o igual que el
precio dado y que no se haya usado desde el dia dado; da error si no hay ninguna que
responda a esta descripcion

capricho: recetario cadena — receta, da una receta cualquiera que tenga el ingrediente
dado como principal; da error si no hay ninguna

El tipo receta, que es muy voluminoso, ofrece operaciones para obtener su nombre, su
precio y su ingrediente principal. EI nimero de recetas sera de 2.000, aproximadamente.
Especificar el tipo. Disefarlo e implementarlo para que favorezca la ejecucion de las
operaciones mas usades, capricho y mas_barata (de momento, el estado econémico de
Sajerof es bastante delicado) sin que importe que las otras sean lentas; no obstante, cuidar
el espacio.

7.15 Con el paso del tiempo, Sajerof empieza a perder la memoria y, ante los problemas
existentes para recordar qué vino combina con qué plato, decide montar una estructura de
vinos y platos que combinen entre si. Las operaciones que necesita son las habituales:

crea: — platos_y_vinos; estructura vacia

combina: platos_y_vinos receta vino — platos_y_vinos, anota que un vino determinado
acompafia bien a un plato dado

descombina: platos_y_vinos cadena cadena — platos_y_vinos, anota que un plato y un
vino, identificados por su nombre, ya no combinan bien; esta operacidon es necesaria
porque, como consecuencia de las modas, las relaciones cambian. Da error si el vino o
el plato no existen o ya estaban relacionados

platos?: platos_y_vinos cadena — lista_recetas, da todas las recetas que combinan con
un vino identificado por su nombre o da error si el vino no existe

vinos?: platos_y_vinos cadena — lista_vinos, da todos los vinos que combinan con una
receta identificada por su nombre o da error si la receta no existe

El tipo receta es el mismo que en el ejercicio anterior; el tipo vino presenta una operacion
para obtener el nombre. En combina, suponer que siempre que se use un plato o un vino
que ya esta en la estructura, sus caracteristicas no cambian. Especificar el tipo. Disefarlo e
implementarlo favoreciendo las operaciones consultoras, sabiendo que un vino puede
combinar con muchos, muchos platos, pero que un plato combina con pocos vinos. El
numero de platos es conocido, 5.000, pero no asi el de vinos.

7.16 Sajerof afronta un nuevo reto: sus numerosos convites le hacen temer la posibilidad
de confeccionar un mismo plato mas de una vez a algun amigo lo que, sin duda, provocaria
comentarios del estilo ;Qué pasa? ¢ Es que sélo sabes cocinar este plato?, que heririan sus
sentimientos. Por ello, quiere construir un nuevo tipo recetario de operaciones:
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crea: — recetario: estructura vacia

anadir: recetario recepta — recetario, afade una nueva receta; si ya hay alguna con el
mismo nombre, da error

comer: recetario cadena cadena fecha — recetario, anota que un amigo ha comido un
plato (identificado por su nombre) un dia dado; el amigo es simplemente una cadena.
Da error si el plato no existia

qué_ha_comido?: recetario cadena — lista_recetas, devuelve todos los platos que ya ha
comido un amigo dado

ha_comido?: recetario cadena cadena — <bool, fecha>, dice si un amigo dado ha comido
un plato determinado y, en caso afirmativo, dice cuando fue la ultima vez

lista: recetario — lista_recetas_y_amigos, lista en orden alfabético todas las recetas
indicando para cada una qué amigos la han comido

qué_no_ha_cocinado?: recetario cadena cadena — lista_recetas, devuelve todas las
recetas que tienen un ingrediente principal determinado y que un amigo dado no ha
comido; da error si no hay ningun plato con ese ingrediente principal

Especificar el tipo. Disenarlo e implementarlo para optimizar las operaciones consultoras,
sabiendo que Sajerof tiene muchos amigos, del orden de 2.000 (es muy popular) y que
recetas hay aproximadamente 20.000.

7.17 Sajerof ha contactado con una queseria y, muy habilmente, les ha endosado la
estructura platos_y_vinos. A causa del éxito fulminante del producto, que les ha hecho
incrementar notablemente la clientela, la queseria decide ofrecer en su carta la posibilidad de
que los clientes confeccionen tablas de quesos a su gusto, usando un terminal que tendra
disponible cada mesa del local. Un queso tendra como informacion (consultable mediante
operaciones sobre el tipo queso) su nombre, el origen, el tipo y el grado de sabor; el nombre
es el identificador y, al igual que el origen y el tipo, es una cadena; la fortaleza es un natural. A
tal efecto, Sajerof confecciona un programa que, aparte de las tipicas operaciones de crear la
estructura vacia y afnadir y borrar quesos, ofrece tres operaciones consultoras: carta, que
devuelve la lista de todos los quesos por orden alfabético de origen y, dentro de cada origen,
por orden de tipo; listal, que devuelve la lista de todos los quesos de un origen y tipo dados
en orden decreciente de fortaleza; y lista2, que devuelve la lista de todos los quesos de un
tipo dado y de un grado de fortaleza superior a un grado dado. Especificar, disefar e
implementar el tipo, optimizando las operaciones consultoras para que los clientes no
esperen inutiimente; las operaciones constructoras pueden ser tan lentas como se quiera
(dado que, gracias a la venta del programa anterior, Sajerof es rico y puede pagar una
persona que entre los datos).

7.18 Como culminacién de sus suefios gastronémicos, nuestro buen amigo Sajerof
inaugura un restaurante selecto que ofrece una carta de delicatessen; una delicatessen se
define como un par plato-vino y tiene un precio determinado (valor de tipo natural ). Los
platos son objetos voluminosos identificados con una cadena que se puede obtener con la
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operacion ident. Los vinos son tuplas de tres campos: una cadena que los identifica, una
cadena que representa una regién de procedencia y un natural que representa su calidad;
toda esta informacion se puede obtener mediante tres operacions, ident, region y calidad.
Las operaciones son:

crea: — carta, estructura vacia

ofrece: carta plato vino nat — carta, afade a la carta una delicatessen formada por un plato
y un vino con un precio. Si la delicatessen ya existia, se actualiza el precio. Si no habia
ningun plato con el mismo nombre que el plato dado, se da de alta; lo mismo ocurre con
el vino

retira: carta cadena — carta, elimina de la carta un vino de nombre dado; a los platos de
todas las delicatessen que tenian este vino, se les asigna automaticamente el vino de
calidad inmediatamente mas baja que se tenga dentro de la misma region, pero sin
cambiar su precio; en caso de que se intente repetir una delicatessen ya existente, no
se forma la nueva. Da error si no hay ningun vino con este nombre 0 si es el mas barato
de su region

vinos: carta cadena — lista_vinos, devuelve la lista de vinos que se ofrecen en las
delicatessen junto con el plato de nombre dado; da error si no hay ningun plato con
este nombre

mas_selecta: carta — vino, devuelve el vino que se usa en la delicatessen mas cara del
restaurante; si hay mas de una, devuelve cualquier vino de los que intervienen. Da error
si no hay ninguna delicatessen

Es necesario considerar varios hechos al disefar la estructura, dadas las especialidades que
Sajerof tiene previsto ofrecer: un plato interviene en pocas delicatessen (no mas de seis)
pero, en cambio, un vino puede intervenir en muchas, muchas delicatessen; por otro lado,
se sabe que, después de una fase inicial totalmente despreciable, el numero de platos sera
aproximadamente max_platos y en ninguna caso habra mas de max_platos, mientras que el
numero de delicatessen fluctuara minimamente alrededor de max_carta (valor que depende
de la superficie y del niumero de hojas de la carta que ofrecera el restaurante y que no puede
ser superado), y el numero de vinos no se sabe exactamente, pero habra entre 2.000 y
10.000; por ultimo, considerar que hay muy pocos vinos de una misma region (no mas de
seis) y que de regiones hay un maximo de max_reg. Especificar el tipo. Disenarlo e
implementarlo, favoreciendo la ejecucion de las operaciones retira, vinos y mas_selecto sin
que importe que ofrecer sea lenta.

7.19 Un buen colega de Sajerof, apodado "Andalejos" por su asistencia reiterada a
congresos cuanto mas lejanos mejor, entusiamado por las prestaciones de los programas
gastrondmicos del primero, decide informatizar su vasta coleccién de musica barroca. A
efectos practicos, una obra de musica barroca puede considerarse como una tupla
<identificador, titulo, compositor, afo de finalizaciéon de la composicidn>; el identificador es
una cadena, mientras que el afio serd un entero perteneciente al intervalo [1.550, 1.850].
Dadas sus necesidades, las operaciones que Andalejos define son:
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crea: — barroco, estructura vacia

compra: barroco obra — barroco, afiade una nueva obra a la coleccion; si la obra ya existe,
da error

pincha: barroco cadena — barroco, registra la audicion de una obra determinada,
identificada por la cadena correspondiente; da error si la obra no existe

por_autor: barroco cadena — lista_obras, devuelve la lista de todas las obras disponibles
de un compositor determinado

menos_oidas: barroco — lista_obras, devuelve la lista de las diez obras menos pinchadas
de la coleccidn, para su eventual eliminacién con

elimina: barroco cadena — barroco, elimina de la coleccidn una obra determinada (por
poco apetecible, porque se raya, etc.); da error si la obra no existe

mas_apetecibles: barroco — lista_obras, devuelve la lista de las diez obras mas pinchadas
de la coleccidn, con los que Andalejos se asegura buenos ratos en las largas noches de
hotel durante los congresos, en ausencia de otros placeres mas mundanos

por_época: barroco nat nat — lista_obras, devuelve la lista de todas las obras compuestas
entre dos anos determinados; da error si alguno de los afios no pertenece al intervalo
[1.550, 1.850]

Debe saberse que, gracias a su buen sueldo de catedratico, Andalejos posee una casa-
chalé de grandes dimensiones en la sierra, donde almacena miles y miles de obras barrocas.
El nimero de autores de musica barroca es no tiene un maximo conocido ya que, al
entender de Andalejos, la clasificacion de una obra como "barroca" es hasta cierto punto
arbitraria. Especificar el tipo. Disefiarlo e implementarlo, de manera que ninguna operacion
(excepto probablemente la creacion) sea lineal sobre el nimero total de obras o de autores.
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